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Ueber die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen 
Integrale als Functionen eines Yerzweigungspunktes. 

(Von Herrn Richard Fuchs.) 



Einleitung. 

Jjis sei j^i, tfi^ ..., tfn ein Fandamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung 

wo pi, pzi . . ., Pn rationale Functionen von x sind. 

Bildet man dann die Determinante der n Functionen j^i, ^2, ..., y^ 



J = 



y\ »2 . . . »1 



y'r'' y'r'' . . . y':-'' 



so sind bekanntlich die Unterdeterminanten («— l)-ter Ordnung, welche aus 
den «— 1 ersten Zeilen von J hervorgehen, wenn man sie noch durch J 
dividirt, Integrale der adjungirten Differentialgleichung von (A.). 

In seinen Abhandlungen „zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen"*) hat mein Vater im Falle n = 2m diejenigen Unterdeter- 
minanten von J betrachtet, welche aus den m -ersten Zeilen gebildet wer- 
den können, und nachgewiesen, dass dieselben einer gewissen linearen 
homogenen Differentialgleichung genügen, welche sich ausgezeichneter Eigen- 
schaften erfreut, von denen er in späteren noch näher zu bezeichnenden 
Arbeiten mannigfache Anwendungen gegeben hat. Es erweist sich daher 



•) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1888 
S. 1115 ff. und S. 1273 ff. 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 1 
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als nützlich, allgemein die Unterdeterminanten von J ins Auge zu fassen, 
und dies ist in der That geschehen*). 

Spaltet man von der Determinante J die ersten l Zeilen ab und 
bildet aus dieser Matrix von X Zeilen und n Colonnen alle Determinanten 
iter Ordnung, so genügen diese einer linearen homogenen Differentialgleichung 

(^)-ter Ordnung, die wir mit Herrn Ludwig Schlesinger^^) die (w— i)-te Associirte 

von (A.) nennen wollen. In der zweiten der oben erwähnten Arbeiten***) 
hat mein Vater eine Kategorie von Differentialgleichungen ins Auge gefasst, 
deren Substitutionsgruppe von einem in den Coefficienten der Differential- 
gleichung auftretenden Parameter unabhängig ist. Wenn die Ordnung einer 
zu dieser Kategorie gehörigen Differentialgleichung, die überdies der so- 
genannten FticA«schen Klasse angehört, eine gerade Zahl n = 2f7i ist, so 
muss ihre wte Associirte reductibel seinf). 

Zu den Differentialgleichungen der bezeichneten Kategorie gehören 
diejenigen, welchen die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen und über- 
haupt der ^fte/schen Integrale Genüge leistenf f ). Für das Geschlecht /? = 2 
der zu Grunde gelegten ßteiTiaiiiischen Fläche wird diese Differentialgleichung 
von der vierten Ordnung. Mein Vater betrachtet in diesem Falle ftt) ^^ Ueber- 
einstimmung mit seinen früheren Untersuchungen die zweite Associirte, wobei 
sich ergiebt, dass die Reductibilität dieser Differentialgleichung sechster Ord- 
nung sich darin kundgiebt, dass sie durch ein rationales Integral befriedigt wird. 

Die Wichtigkeit dieses Resultates geht schon aus dem Umstände her- 
vor, dass sich aus demselben *t) die von Weierstrass^'W) und ß«efwai»i» *ttt) 



*) A, R. Forsyth, Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 
Vol. 179, p. 419 fif. — L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. 11,1, S. 125 fif. 

**) L. Schlesinger^ Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 127. Wir bemerken, dass Herr 
Forsyth (a. a. 0.) die Bezeichnung „associate equation" als eine Uebersetzung von „ad- 
jungirte Gleichung" in dem Falle anwendet, wo der Coefficient der (w— l)-ten Ableitung 
von y in der Gleichung (A.) verschwindet. In diesem Falle ist nämlich die erste Asso- 
ciirte von (A.) identisch mit der adjungirten Differentialgleichung. 
***) Sitzungsberichte, 1888, S. 1279. 

t) a. a. 0. S. 1285, Satz V: 
tt) a. a. 0. S. 1285 No. 14 u. dieses Journal, Bd. 71, S. 91 fif.; Bd. 73, S. 324. 
ttt) Sitzungsberichte 1889, S. 714. 

*t) a. a. 0. S. 717. 
*tt) Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49. 
*ttt) Dieses Journal Bd. 54, S. 144. 
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aufgestellten Relationen zwischen den PeriodicitStsmoduln der hyperellip- 
tischen Integrale ergeben. 

Ich beabsichtige fUr die Differentialgleichungen, welchen die Perio- 
dicitätsmoduln der hjrperelliptischen Integrale, für ein beliebiges Geschlecht 
p der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche genügen, die analoge 
Untersuchung anzustellen, indem ich die (2p—2yten Associirten derselben 
ins Auge fasse. Es gelingt mir in der That auf Grund der Umlaufs- 
relationen, welche mein Vater*) für die Periodicitätsmoduln aufgestellt 
hat, nachzuweisen, dass diese (2/? — 2)-te Associirte ein rationales Integral 
besitzt, und zu gleicher Zeit dasselbe in expliciter Form anzugeben. 

Indem ich die Untersuchungen weiter verfolgte, wurde ich dazu ge- 
führt, für eine beliebige lineare Differentialgleichung die Beziehungen, 
welche zwischen den Associirten verschiedener Stufen bestehen, näher zu 
ergründen. Hierbei ergab sich der Satz: 

Wenn die (#i— A)-te Associirte der Differentialgleichung (A.) ein 
rationales Integral besitzt, so genügen der (« — A— a)-ten Associirten (a eine 
positive ganze Zahl) Integrale einer Differentialgleichung, welche mit der 
(fi— cf)-ten Associirten zu derselben Art**) gehört. 

Von diesem allgemeinen Satze habe ich dann Anwendungen ge- 
macht auf die Differentialgleichungen (2/?)-ter Ordnung, welcher die Perio- 
dicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale genügen, indem ich nachwies, 
dass alle Associirten derselben von der zweiten bis zur (2p— 2)-ten reduc- 
tibel sind und zwar so, dass alle geraden Associirten ein rationales Integral 
besitzen, während die ungeraden durch die Integrale einer Differential- 
gleichung befriedigt werden, welche mit der ursprünglichen zu derselben 
Art gehört. 

1. 

In seiner Abhandlung in diesem Journal Bd. 71, S. 91 hat mein 
Vater gezeigt, dass die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
als Functionen eines Verzweigungspunktes, einer linearen homogenen Diffe- 



*) Dieses Journal, Bd. 71, S. 100. 

**) Unter „Art" wird hier im Anschluss an Herrn Poincar^, der die Bezeichnung 
espece (Acta Mathematica Bd. V S. 212) anwendet, dasselbe verstanden, was mein Vater 
(Sitzungsberichte 1888, S. 1275) ^Klasse" nennt. Vgl. L, Schlesinger^ Handbuch u. s. w. 
Bd. II, 1, die Fussnote S. 366. 

1* 
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rentialgleichung der FuchsHchen Klasse genügen. Bedeutet p das Geschlecht 
der zu Grunde gelegten RiemanMchen Fläche, so ist die Ordnung dieser 
Differentialgleichung im allgemeinen die (2/i)-te*) und die Coefficienten 
der zu den singulären Punkten gehörigen Umlaufsrelationen sind ganze 
Zahlen**). Es folgt daraus, dass diepte Associirte reductibel sein muss***). 
Im Falle p = 2, wo die Ordnung der Differentialgleichung die vierte wird, 
die Integrale der p = 2ten Associirten also Determinanten zweiten Grades 
werden, hat mein Vater die Reductibilität dieser zweiten Associirten ge- 
nauer untersucht und gefunden, dass sie durch ein rationales Integral be- 
friedigt wirdf). 

Wir wollen zunächst untersuchen, ob sich dasselbe allgemein für die 
Differentialgleichung der Determinanten zweiten Grades, also für die (2/i— 2)-te 
Associirte aussagen lässt. 

Betrachten wir das hyperelliptische Integral erster Gattung 

(1.) J= f-=t=^. 

wo V^(ä) = (55— ai)(«— a2)...(»— Ojp) ist, und ai, a^^ ..., a-ip feste constante 
Werthe bedeuten und setzen 



7 



dz 



(' = 1, 2 2p) 



SO sind yi, yi^ ..., y2p die Hälften von Periodicitätsmoduln des Integrales 
(1.) und bilden als Functionen von x aufgefasst ein Fundamentalsystem 
einer linearen homogenen Differentialgleichung, welche die Gestalt hatft)- 

wo die oberen Accente Ableitungen nach x und die Grössen €1, €2, ..., 62p 
constante rationale Zahlen bedeuten. 

Die singulären Stellen von (3.) sind ai, 02, ..., a2p^ ^; bezeichnen 
wir das, was aus einer Function von x bei einem Umlaufe um x^a^ wird, 
durch dasselbe Functionszeichen mit einem darüber gesetzten Strich, so er- 



*) A. a. 0. S. 108. 
**) A. a. 0. S. 100. 

***) L. Fuchs y Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin, 1888, S. 1285 No. 14 und 
Nr. 13, Satz V. 

t) Sitzungsberichte 1889, S. 713—715. 
tt) Dieses Journal, Bd. 71, S. 118. 
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giebt*) sich: 

Vi = yo 
(4.) y, = yj,-2yi, wenn k < t, 

Vk = y*+2y., wenn k > t. 

Der (2/1— 2)-ten Associirten von (3.) genügen, wenn wir die Bezeich- 
nung (Vgl. Sitzungsberichte 1889, S. 714 Gleichung 4): 



(5.) 
einfiihrei 


(iu) 
1, die Determinanten 


= 


yx y^ 
y'x y'^\ 




(12), 










(13), 


(23), 








(14), 


(24), 


(34), 




(6.) 


(15), 


(25), 


(35), 


(45), 




(16), 

• 
• 

(l",2p), 


(26), 

• 
• 

(2,2p), 


(36), 

• 
• 

C3,2p), 


(46), (56 

• ■ 

C4,2p), (5, 



• • • 



(2p-l, 2p) 



und bilden auch ein Fundamentalsystem derselben**). 
Bedeutet 



(7.) 



[^] = —1, wenn X < t, 
[A] = 0, wenn l = t, 
, [a] = +1, wenn l >>t, 
so folgt aus den Gleichungen (4.) nach einem Umlaufe um x 



= a.: 



(;i.a) = 



yl+2Wj/;, y;+2[u]j,;. 



oder 



(8.) (ia) = (Vi) + 2[i](fiO + 2[a](Af). 

Bilden wir nun den Ausdruck 



(9.) IT = -^(-l)^^-(i, a), 

WO Xy iJL alle Werthe der Zahlenreihe 1, 2, . . ., 2p durchlaufen und zwar 



♦) a, a. 0. S. 100. 

*) Sitzungsberichte, 1888, S. 1119, Nr. 3, Satz I. 



^ 
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80, dass i'<i,u ist, dann folgt aus (8.) : 

(10.) w = ir+2P, 

wo 

(11.) P = i' (-iy-^''[Ä](.-,«)+ . i (-i)'+''[«](it). 

Nun ist klar, dass man in (9.) die Snmmation auch so vornehmen kann, 
dass l^jti ist, da ja Glieder (Ai) identisch verschwinden. Daher ist, wenn 
man im zweiten Theile von P noch die Bezeichnung der Summationsindices 
umkehrt : 

oder 

P = J(-1)''(.>)P., 

WO 

p, = i(-iyw-l(-iyw: 

in einer der beiden Summen der letzten Gleichung wird l einmal den 

Werth t annehmen. Geschieht dies etwa in der ersten Summe — der 

andere Fall erledigt sich genau ebenso — so können wir, da [i] = 0, 
schreiben 

p, = .i'(-iyw+.i (-iyw-l(-iy[>.]. 

/=l /.=«-|-l A=/u 

Nun ist zu Folge (7.) in der ersten Summe [l] = — 1, in der zweiten und 
dritten dagegen [>-] = +1, also haben wir 

n = -i'(-iy+ i {-ly-ßi-iy. 

Setzen wir endlich in der zweiten Summe A == ij + 1 und bezeichnen wieder 
kl durch ly so kommt 

p^ = ~l(-iy = o. 

Hieraus ergiebt sich aber, dass auch P = ist. Es bleibt also zu Folge 
(10.) der Ausdruck 

w = -(12) 

+(13) -(23) 

(12.) f _(i4) +(24) -(34) 

• • • 

. ■ ■ 

-(i, 2p)+(2, 2p)-(h, 2p)+--(2p-l, 2p) 
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bei allen Umläufen von x um die singulären Stellen Oi, 02, . . . , Ojp ange- 
ändert. Es kann sich also ir bei keinem Umlaufe von x ändern und ist 
folglich eine eindeutige Function von x. Da aber die Differentialgleichung 
(3.) der FtieA^schen Klasse angehört und die y,, ^2? • . •? y^p^ wie die yl, yi, . . ., y'jp 
daher nur von endlicher Ordnung unendlich werden können, so muss w 
folglich eine rationale Function von x sein. 

Es bestätigt sich also der folgende Satz: 

/. Die (2/?— 2)-/e Associirte der Gleichung (3.) besitzt ein rationales 
Integral. 



2. 

Es dürfte von Interesse sein noch den expliciten Ausdruck in x flir 
das rationale Integral der Gleichung (3.) voriger Nummer anzugeben. 
Sei 

f(z)dz 



(1.) 



% 






(jt= 1, 2, ..., n-l) 



WO f(z) eine ganze rationale Function von z ist, deren Coefficienten ebenso 
wie ai, «2? •••, ö«-i von x unabhängige Grössen sein mögen, dann lehren 
die Untersuchungen meines Vaters*), dass die Uj^ an der Stelle x=ai zu 
positiven ganzen Exponenten gehören, wobei die Null nicht ausgeschlossen ist. 
Um die Exponenten, zu denen die ti* für a? = oo gehören, zu unter- 
suchen, substituiren wir in u,, ^^~Fi ^=~t 1 ^^^^ wird: 



J5 — Oj = 



z — x = 






also: 



(2.) 



7( 



= -f (s-i), 



/ 1 >. 1 ji±i 



c^ c 



i 



-l)-(a..a,...|)c(S-l-)...(£-^)(f-|) 



oder: 
«» = 



l»et 



«-2 



(— 1) ^ (aj.aj...a„_i)i 



*) Siehe dieses Journal, Bd. 71, S. 119—121. 
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wenn wir 



(3.) «i = 



W-^)(f-i)-(£-sb)«-s 

43etzen. 

Nehmen wir an, dass n = 2p+l eine ungerade Zahl, wie in (1.) 
Toriger Nummer, ist, und bedeutet « den Grad von ^(»), so wird 

dann und nur dann eine ganze rationale Function von t werden, wenn 

oder 

ist, d. h. wenn die Uj, Integrale erster Gattung sind. In diesem Falle haben 
die Integrale t?* (3.) aber wieder genau die Gestalt der uj, (1.). Die Uit ge- 
hören also, wie aus (2.) hervorgeht an der Stelle ^ = oder x = oc min- 
destens zum Exponenten ^ und wir sehen daher, dctss die Periodicitälsmoduln 
der Integrale erster Gattung überall zu positiven Exponenten gehören, wobei 
im Unendlichen die Null ausgeschlossen ist. 

Wir kehren nun wieder zu dem Integrale (1.) voriger Nummer zu- 
rück. Die Gleichungen (4.) derselben Nummer lehren, dass sich y, an der 
Stelle X = a, eindeutig verhält, und da wir eben gesehen haben, dass t/i als 
Periodicitätsmodul eines Integrales erster Gattung an der Stelle x = a^ auch 
zu einem positiven Exponenten gehört, so wird es sich daselbst nach po- 
sitiven ganzen Potenzen von x—ai entwickeln lassen. Man findet, wenn 
man sich j^. als die Hälfte eines Integrales über eine die Punkte x und 
ai umgebende geschlossene Curve denkt, so dass man unter dem Integral- 
zeichen unbedenklich differentiiren kann, leicht: 

(4.) y, = ^niifj'{a.)-^+^ip\ar*yj^'\ad(x--aH'-\ 

dabei bedeuten v'C^.)? V^^^K^d ^- s. w. diejenigen Werthe, die man erhält, 

wenn man m \" , — ^\^ , u. s. w. o? = a< setzt. 

Wir suchen nun nach diesen Vorbereitungen, das Verhalten der 
rationalen Function w von x (Gleichung (12.) voriger Nummer) an der 
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Stelle X ^Oi zu bestimmen. Aus den Gleichungen (4.) voriger Nummer 
ergiebt sich daselbst*) 



(5.) 



PI 

ya = ^ai+^yAog^x-a,), 



wo $a< eine nach positiven ganzen Potenzen von {x—a^ fortschreitende 
Reihe ist und [a] wieder die in Gleichung (7.) voriger Nummer angegebene 
Bedeutung hat. 

Daraus folgt für (ia) 



(6.) (ia) = 



yi, ^«*+[«]-^log(x-a,) 



oder 



also zufolge (4.) 
(7-) 



('«) = w^-^+cy^c.-»:^«), 






WO (pai eine nach positiven ganzen Potenzen von (x—a^ fortschreitende 
Reihe bedeutet. 

Weiter ergiebt sich für « ^ t, /5 ^ «: 



:8.) («/?)= 



oder: 



*«.+M-|-log(x-a,), 



^..•+[/?]-^log(a:-a,) 



y 



Vi 



^«.+M7ii(i^+W^i«gC--«')' *^+[/^]7ü#^+[/^ir»og(-«') 



(9.) 



Vi 



1 



(«/?) = [[/^^a<-[«]5ß.,]-|^:^ 



IM y* 



+[gj.,$ß;,-^l,$ß,,]-[[/9]$;,-[a]5ß;j^log(x-o,) 

+[[/?]^a*-w^^a-||-iog(a'-«o- 



Wir sehen zunächst, dass ir nur von erster Ordnung unendlich wer- 
den kann, denn die logarithmischen Glieder müssen sich ja, da tr eine 



•) Siehe die Gleichungen meines Vaters, Sitzungsberichte 1890, S. 21. 
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rationale Function von x ist, herausheben. Nur bei den Gliedern von w, 
welche t nicht in der Klammer haben, treten, wie aus (7.) und (9.) hervor- 
geht, Logarithmen auf. Alle diese Glieder fassen wir zusammen in einen 
Ausdruck 



(10.) 






n% 

Die Gleichung (5.) lehrt, dass 

(11.) [ß\%i-[^]^ßi = mva-i^^yß 

ist. Setzen wir also 

(12.) « = 2±[[ß]ya-W\yßl 

so geht der Ausdrack P über in 

Da in P alle mit Logarithmen behafteten Glieder von tr aufgenommen sind, 
so wird der logarithmische Theil von P verschwinden müssen, also: 

y'iU-HiU' = 0, 
d.h. 

(13.) « = cyi, 

wo c eine Constante ist. Aus (12.) und (13.) folgt 

(14.) -2:±[[/?]j,,-[a]j,,J = cy„ 

eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten zwischen 
9n ' • M y2p* Da 2^1) ••-) y2p aber linear unabhängig sind, so müssen die 
Coefficienten von (14.) einzeln verschwinden. Da links y^ nicht vorkommt, 
so folgt 

c = 0, 
d. h. zufolge (13.) 

fi = 0. 

Mithin lässt sich P nach positiven ganzen Potenzen von (x— ö^) entwickeln. 
Wenn wir also das Residuum von w für a; = »^ aufsuchen wollen, 
so brauchen wir uns dabei nur an die t enthaltenden Glieder zu halten. 
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Nun ist zufolge (7.) 



x=-ai 



und da (ta) = --(at), so muss 

Re8(af) = — [a]7iii^'(a,)~^ 

sein. Die t enthaltenden Glieder von tr sind nun 

-(»-1, 0+(«-2, 0— -ICIO-C», »'+l)+a »■+2)-.-±(i, 2p), 
also wird 

Res«? = 7i»v'(aO"'{-l+l— •±l)+7i«V'(o<)"'{-l+l--±l}- 

f— 1 Glieder 2/i — t Glieder 

Je nachdem t gerade oder ungerade ist, wird der Factor des ersten 
Theiles —1 und der des zweiten Theiles Null oder der des ersten Theiles 
Null und der des zweiten —1. 
Demnach ist also allemal 



X^Oi 



Es ist klar, dass die (kl) keine anderen Unendlichkeitsstellen haben können, 
als die yj, selbst. Also wird tr die Gestalt haben 

(15.) „ = _..-[J^C?^ + J^^+...+ Vj?^j+G(x), 

WO G{x) eine ganze rationale Function von x ist. 

Um die Function G{x) zu bestimmen, untersuchen wir das Verhalten 
von w im Unendlichen. Macht x einen Umlauf um den unendlich fernen 
Punkt, so ergiebt sich*) 

(16-) Va = -y«+2|y2-yi+y4-y3+-+y2p-y2p-i|. 

Wenn wir also 

y2-y,+y4-y3+-+92p-y2p-i = (— ) c(-) 

setzen, sA werden wir erhalten 

(17.) !'«=(|)'|^a+-;i-Ü10glj, 

wo $a und O nach positiven ganzen Potenzen von — fortschreitende Reihen 

X 



•) Siehe die Arbeit meines Vaters, dieses Journal Bd. 71, S. 101. 

2» 
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sein werden, da ja der Exponent zu welchem y^ im Unendlichen gehört, 
nach den Ergebnissen der Seiten 7 nnd 8, gleich \ vermehrt um eine positive 
ganze Zahl ist. 

Aus der Gleichung (17.) folgt aber durch Differentiation unmittelbar, 
dass die ersten Ableitungen der t/a im Unendlichen zu positiven Exponenten 
gehören. 

Demnach gehört aber auch w zu einem positiven Exponenten und 
wird also, da sich logarithmische Glieder herausheben, im Unendlichen 
verschwinden. 

Die ganze rationale Function G(x) (15.) wird daher den Werth Null 
haben müssen. 

Wir erhalten also endlich 



a; — a, x — a^ x — a2p ' 

oder 

(18.) W = -7 TT r j^ r- 

^ ^ (X'-aJ(x-a^).,.(x'-a2p) 

und somit den Satz: 

II. Die (2p—2yte Associirle wird durch den reciproken Werth von 

ip(x) = (x — ai)(x— a2)(x— Ö3)...(a?— a2^) 
befriedigt, 

3. 

Aus den Ergebnissen der ersten Nummer folgen die WeierstrassBchen 
Relationen zwischen den Periodicitätsmoduln der Integrale erster und zweiter 
Gattung in dem allgemeinen Falle im Wesentlichen ebenso, wie sie sich 
im Falle p = 2 (Sitzungsberichte, 1888, S. 1285; und 1889, S. 715—717) 
ergeben haben. 

Nach einem allgemeinen Satze meines Vaters, welcher unmittelbar aus 
den Formeln im Journal für Mathematik, Bd. 73 S. 329 Gleichung (1.) durch 
Elimination von 2/?— 1 der Grössen auf der rechten Seite folgt und der 
auch (Sitzungsberichte, 1888 S. 1286 Satz I) für hyperelliptische Integrale 
ausgesprochen ist*), genügen die Periodicitätsmoduln von AbelBchen Inte- 
gralen erster oder zweiter Gattung linearen homogenen Diflferentialgleichun- 



*) Vgl. auch I. Schlesinger, dieses Journal, Bd. 117, S. 164. 
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gen, welche mit der Differentialgleichung, der die Periodicitätsmoduln eines 
speciellen Integrales erster Gattung genügen, zu derselben Art gehören. 
Setzt man also 

(1.) V = v^iy+(Piy'+'"+(p7j^iy^'''^'\ 

wo y ein Integral der Gleichung (3.) No. 1 ist und die ^^ rationale Func- 
tionen von X bedeuten, so kann man bei geeigneter Wahl der ^. alle 
Periodicitätsmoduln von Integralen erster oder zweiter Gattung der Rie- 
fiiaftnschen Fläche 

(2.) s' = yj^zX^^x) 

in der Form (1.) darstellen. 

Sind i?i, 172, . . ., ^2p, sowie Si, ^2, . . .. ^2^ die den jfi, ^2, • . ., y^p der 
Gleichung (3.) No. 1 entsprechenden Periodicitätsmoduln zweier Integrale 
erster oder zweiter Gattung, so ist 

Va = (Poya+Viya + '" + (P2p^iya'"''\ 

ta = y^i^ya+%y'a+'"+y^2p-iy^a'^'^' 

Wir bilden nun (vgl. Sitzungsberichte, 1889, S. 715 No. 17, Glei- 
chung (2.)) die Determinanten 



(3.) 



(a = 1, 2, ..., 2p) 



9a b/i 



= [»ßl 



(4.) [aß] = 



(d.) 
dann wird: 

<Pi^ya+(piy'a+'"+(P2p-iy^a^'''\ (pi>yß+(Piyß+'"+(P2p-iyß'"'^ 
%ya+y^iya+"'+y^2p^iy^a^''\ V^oy^+V^iy^+---+V2p-iyS'''"'^ 

was sich in die Form bringen lässt 

(Pxyi'^+(Pxyi^^ Vny^ß^+9^yf 
V^.y^:^ + v^u ya^ v^nyT + Wxyf 

wo die 2 bedeutet, dass alle möglichen Zahlen der Reihe 0, 1, . . ., 2p — 1 
für X, l genommen werden sollen, so dass x<il ist. Oder nach dem 
Multiplicationstheorem der Determinanten: 



(5.) 






(6.) 






(pn Va ' I yl*' 



y^' 



yf 
yf 



Nach einem Satze meines Vaters, der aus der Gleichung (3.) der 
Sitzungsberichte 1888 S. 1119 No. 4 folgt und den Herr Ludwig Schlesinger auf 
beliebige Unterdeterminanten ausgedehnt hat*), genügt eine Unterdeterminante 



y^ 



*) Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 127. 
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B = 



yi" 9^" 



jr^" 



y'a'' y9' ' ' ■ # 



yr yr 



y','' 



der Determinante von yi, ..., yj^, wo y^, y^, . . ., y^ eine beliebige Com- 
bination zu m Elementen der Functionen y„ ^3, . . ., y2p ist, einer Differen- 
tialgleichnng, welche mit der (»— m)-ten Assoeiirten zur selben Art gehört; 
so dass man also, wenn 



A = 



ya 
y'a 



yß 
y'ß 



• • • 



y» 
y» 



„(•»-1) 

Sa 



yf-'' 



y'r'' 



gesetzt wird und y=C) die Ordnung der (w— iii)-ten Assoeiirten angiebt, 
die Gleichung hat 

(7.) B = p,^+f>,^'+...+f>_,^(-'), 

wo Pü? ^1) • • -1 Py-\ rationale Functionen von x sind, welche zwar von 
der Wahl der x, A, ..., a nicht aber von der der a, /3, . . ., 5^ abhängen. 
In dem vorliegenden Falle haben wir daher 



(8.) 



y^^ yf 
yl'' yf 



= n''^(«/?)+P{'^\«y6/)'+...+Pi,!^>(«/^)^^"^^ 



wenn hier y = ^^) die Ordnung der (2/?— 2)-ten Assoeiirten der Gleichung 

(3.) No. 1 bedeutet. 

Aus (6.) und (8.) folgt: 

(9.) M = A,iaß) + A,{aßy+-' + A,^,{aßr-'\ 

WO 

rationale von der Wahl von a, ß unabhängige Grössen sind. 

Die [a/9] genügen somit einer Differentialgleichung, welche mit der 
(2p— 2)-ten Assoeiirten der Gleichung (3.) No. 1 zu derselben Art gehört. 
Da nun die (2/i— 2)-te Associirte, wie wir sahen ein rationales Integral be- 
sitzt, so wird auch die Differentialgleichung der [a/9] durch ein solches 
befriedigt werden müssen. Man erhält dieses rationale Integral, wenn man 



(10.) 






pi.x) 
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in w (S. 12. Gl. (12.)) die runden Klammern durch eckige ersetzt Be- 
zeichnet man nämlich den sich dabei ergebenden Ausdruck durch lOi, so 
hat man zufolge (9.) 

(11.) iTi = ^,;fi? + ^itr' + -- 4-^.-1 ir^'""*^ 

( w, = -[12] 

+ [13] -[23] 

-[14] +[24] -[34] 



(12.) 



-[1, 2p]+[2, 2p]-[3, 2p]+...-[2p-l, 2p] 

ist somit eine rationale Function von x. 

In der Gleichung (12.) sind nun alle We%erstrass^Qi\\QXi bilinearen 
Relationen zwischen den Periodicitätsmoduln von Integralen erster und 
zweiter Gattung enthalten. Wir wollen diese Relationen insbesondere für 
die Integrale erster Gattung noch in die Afemaisnsche Form setzen. 

Die Periodicitätsmoduln der Integrale erster Gattung können keine 
anderen Unendlichkeitsstellen haben, als ai, aa, . . ., «2^? ^o. Denken wir 
uns aber für eine Stelle x-= a^ oder x = oo die Entwickelungen der ^^ und 
^« in iTi eingesetzt, so müssen sich, da w^ eine rationale Function von x 
ist, logarithmische Glieder herausheben. Da nun aber die 17« und ^.^ wenn 
sie Periodicitätsmoduln von Integralen erster Gattung sind an einer Stelle 
X = a. oder a: = 00 (Vgl. S. 8) zu positiven Exponenten gehören, so kann 
folglich iTi dann überhaupt nicht unendlich werden und ist also nach einem 
bekannten Satze der Functionentheorie eine Constante. Diese Constante hat 
aber den Werth Null, da die ^^ und ^, und daher auch iti im Unendlichen 
verschwinden (S. 8). (Vgl. L. Schlesinger^ Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 505.) 

Zwischen den Periodicitätsmoduln zweier Integrale erster Gattung 
besteht also zufolge (12.) die bilineare Relation: 

-[12] 

+ [13] -[23] 

-[14] +[24] -[34] 

+[15] -[25] +[35] -[45] 

-[16] +[26] -[36] +[46] -[56] 

-[1, 2p]+[2, 2p]-[3, 2p] + [4, 2p]-[5, 2p]+...-[2;,-l, 2p] = 0. 



(13.) 
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Um diese Relation in die ßiemannsche Form zu bringen, denken wir uns 
die RiemannüGhe Fläche (2.) in der Üblichen Weise in eine einfach zu- 
sammenhangende Fläche zerlegt. 

Die Periodicitätsmoduln an den Querschnitten a«^ B« bezeichnen wir 
bezw. durch A^, B^ flir das Integral ij und durch A^^ ß^ für das Integral 
X, (;? = 1, 2, . . ., p). Dann ist: 

i a: c= 2(e,,-^,,«,+...+s,,-e3p-o 

und 

r ß^ = 2(?y2x-l— ^2x-2), 
y Bjf =- 2(t2je-l"~b2x-2)? 

wenn ^u = ^u = bedeutet 

Aus (14.) und (15.) ergiebt sich leicht: 



(14) 



(» = 1» 2, ..., j>) 



(15.) 



(X = 1, 2, ...,p) 



(16.) 
und ebenso 
(17.) 



{! 






I2C2. = B[-\-B',-\--+K+A[-A 



x-hl- 



Denken wir uns nun die Gleichung (13.) mit 4 multiplicirt, so dass man 
statt ija, X>a überall 2ij„, 2^« geschrieben denken kann, so ergiebt die erste 
Verticalreihe daselbst, wenn man noch das identisch verschwindende Glied 
[11] hinzuzieht: 

2l?i 2[-l?i+1?2-%+^4 ^2p-l+»?2j 

2^1 2[-e, +5,-^3+^4 ^2p.l + t2j 

Diese Determinante hat zufolge (14.) und (16.) den Werth: 

ßi A, 
B[ A[ 

Die zweite und dritte Verticalreihe zusammengenommen ergeben, wenn man 
das identisch verschwindende [33] hinzunimmt: 



2(^3-^2) 2(-^3 + ^4- 
2(^3-^2) 2(-^3 + ^4- 



^2p-l+^2p) 

b2p-i~rb2|)) 



B2 A2 

B2 A2 



Allgemein die (2x— 2)-te und (2;?— l)-te Verticalreihe, wenn man das 
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identisch verschwindende [2ft— 1, 2h— V] hinzanimmt: 

2('?2«-l — '?2«-2) 2(-?;2,_i+»?2» '?2p-l + '?2p) 

2 (^ix-\ ~ ^2,-2) 2 (— ^j,_i 4-^-2» Sap-i + t2i>) 

Man erhält also im ganzen ans (13.) , 



B 

b: 






X -^M 



(18.) 



A, 


B, 


+ 


A2 


B, 


H h 


A[ 


B\ 




A', 


B2 





a: b: 



= 0, 



welches die Riemanmche Form für die Relationen zwischen den Periodicitäts- 
moduln der Integrale erster Gattung ist*). Solcher Relationen giebt es 

Z^ entsprechend den p linear anabhängigen Integralen erster Gattung 

4. 

Es sei fiij j^2) • • n Hn ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Differentialgleichung 



(A.) 



wo pi, p2) •••) Pn rationale Functionen von x sind. Dann können wir auf 
Grund der Untersuchungen meines Vaters (Sitzungsberichte der Akademie 
1888, S. 1117 — 1119) annehmen, dass im allgemeinen die (n—xyte Asso- 

ciirte von (A.) wirklich von der ( j-ten Ordnung ist für jeden Werth von x. 

Unter dieser Voraussetzung erhält man (a. a. 0. S. 1119 Satz I) ein Funda- 
mentalsystem der (n— ;f)-ten Associirten auf folgende Weise: 

Wir setzen analog der auf Seite 5 Gleichung (5.) eingeführten Be- 
zeichnung allgemein: 



(1.) 



ya 
y'<i 



yß 
y'ß 



• • 



• • • 



y» 
y» 



yi'-'' 



y'r' 



y^ 



x-l) 



= («, /?,..., ») 



und nehmen in (1.) für a, ß, . . ., t9 alle möglichen Combinationen der 
Zahlen 1, 2, . .., n zu ;^ Elementen ohne Wiederholung. Die sich er- 
gebenden (^) Determinanten bilden dann das gesuchte Fundamentalsystem 
und sind daher linear unabhängig. 



♦) Vgl. dieses Journal, Bd. 54 S. 144. 
Journal för Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 
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Nehmen wir nun an, die (n—xyte Associirte besässe ein rationales 

Integral ir, so wird sich dasselbe, wenn v = (jj gesetzt wird, in der Form 

darstellen lassen müssen: 

w = Ci(l, 2, ..., x — 1, ;f)+C2(l, 2, ..., ;f— 1, ^+1) 

H bCy^n—x+l^ »— ;f4-2, ..., »—1, «), 

wo die c^ wohl bestimmte nicht sämmtlich verschwindende Constanten be- 
deuten. Es sei z. B. Ci von Null verschieden, dann wähle man unter den 
n—x Zahlen x+l^ x+2^ . . ., « irgend eine Combination zu p Elementen 
aus, wo natürlich p <Z n—x ist, und bezeichne dieselbe durch A^, Aa? • • •? ^py 
so dass (ii, ^, ,.., ip) ein Integral der («— p)-ten Associirten ist. 

Nunmehr bilden wir ein Integral «i der (n—x—pyten Associirten, 
indem wir in w (2.) jedem Gliede noch die Zahlen Aj, A27 •••? ^p in der 
Klammer vorsetzen, so dass wir von («,/?,..., ^) zu (ii, Aj, . . ., A^, a, /3, . . ., &) 
übergehen. Wir erhalten so: 

Ui = Ci(^Aj, A2, • • •, ^pf 1, Ä, * • •, X 1, X) 

+ ^2(^1, A2, ..., ^p9 1, 2, ..., ;f-l, ;f+l)+--- 
+ Cy(ii, . . ., Ap, n — ^+1, . . ., w — 1, n)» 

Der Ausdruck (^i, ..., Ap, «,/?,..., ^) ^i^d dann und nur dann ver- 
schwinden können , wenn eine der Zahlen ili, A2, . . . , X^ einer der Zahlen 
a, /3, . . ., 1^ gleich wird, weil sonst eine der Determinanten (1.), wenn man 
dort, statt x,p+x setzt, verschwinden würde und diese daher kein Fundamental- 
system der (11— ;f— p)-ten Associirten bilden würden. Es kann daher «1 nicht 
identisch Null sein, da wenigstens c^ und (Ai, ^2? • • ., ^p, 1^ 2, . . ., ^—1, x) von 
Null verschieden sind und da zwischen den (A.„ ilj, ..., ip, a, /?, ,.., t9^) keine 
homogene lineare Relation mit constanten Coefficienten bestehen kann. 

Ordnen wir nun eine Determinante 

»;, »/' ' ' y^p^ Va yß . . . y^ 
y\. y'h • • • »v ^« y'^ ' ' y'a 

y'^'-'' y'C""' • • • y'C'\ y^''-'' y^''"''' • • • y'r"'' 

zufolge des Zrop/ac^scheu Determinantensatzes nach den ersten p Colonnen, 
so ergiebt sich, wenn wir den auf Seite 14 (7.) citirten Satz berück- 
sichtigen. 



(3.) 



(4.) 
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m 

1=1 



wo die Pij, und ^.^ rationale Functionen von x sind. 

In derselben Weise entwickeln wir jede in u^ vorkommende Deter- 
minante. Dann erlialten wir, da ja die ^,« von der Wahl der a, ß, . . ., 6^ 
unabhängig sind: 

wo «? das rationale Integral der («— ;f)-ten Associirten (2.) ist. Oder 
endlich : 

wenn ?=(") gesetzt wird, da man höhere als die (p— l)-te Ableitung von 

(ili, ...,Xp) mittelst der (ti— p)-ten Associirten herausschaffen kann. Die Aj, 
sind rationale Functionen von x und können nicht alle identisch ver- 
schwinden, da sonst «i, = wäre, was, wie wir sahen, nicht angeht. 

Die Gleichung (6.) lehrt, dass das Integral Ui der (w— ;?— p)-ten 
Associirten gleichzeitig einer Differentialgleichung genügt, die mit der 
(ii— /?)-ten Associirten zu derselben Art gehört. Es ist ersichtlich, dass dieser 
selben Differentialgleichung alle die Integrale der (n—x—py ten Associirten 
genügen werden, die man erhält, wenn man für X^, ^2, . . ., '^p alle diejenigen 
Combinationen zu p Elementen der Zahlen 1, 2, ..., n wählt, die die 
Glieder von (3.) nicht sämmtlich verschwinden lassen. Wenn c„ Ca, ..., c^ 
alle von Null verschieden sind, kann man für Aj, Aj, ..., Ip offenbar alle 
Combinationen zu p Elementen der Zahlen 1, 2, . . ., n nehmen. 

Jedenfalls haben wir den Satz: 

III. Wenn die (n—xyie Associirfe von (A.) ein rationales Integral 
besitzt^ so genügt der (n—x—p)'-ten Associirten wenigstens ein Integral einer 
Differentialgleichung, welche mit der (n'-p)-ten Associirten zu derselben Art 
gehört. 

Wenn der («—;?— ;?)-ten Associirten von (^A.) deren Ordnung die 

( , )-te ist, Integrale einer Differentialgleichung genügen, welche mit der 

(ii— /?)-ten Associirten zu derselben Art gehört, also von nicht höherer als der 

3* 
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('')-ten Ordnung ist, so muss zufolge der Definition der Reductibilität linearer 

Differentialgleichungen*) die (ti— ;f--p)-te Assoeiirte so lange reductibel 
sein, als 

PO (.:; > (p 

ist, also 

(8.) p 



2 

Da nun die Reductibilität der (».— m)-ten Associirten die der mten unmittel- 
bar zur Folge hat**), so ergiebt sich: 

IV. Wenn die (n—)c)~te Assoeiirte von (A.) ein rationales Integral 
besitzt y so sind alle Associirten {n—x-'p)-ter und (}c+p)-ter Ordnung 

reductibel, wenn p 



n 



In dem Falle, wo x <i y ^^*» i^^nn Satz IV auch so ausgesprochen 

werden: 

Wenn die {n—y^-te Assoeiirte ton (-4.) ein rationales Integral besitzt, 
so sind alle Associirten eon der xten bis zur {n—x^-^ten reductibel. 

o. 

Die Ergebnisse der No. 4 sollen nun wieder auf die Differential- 
gleichungen, denen die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
gentigen, angewandt werden. In der No. 1 wurde bewiesen, dass die 
(2/?"-2)-te Assoeiirte der Diffferentialgleichung (3.) durch ein rationales 
Integral befriedigt wird. In derselben Weise kann man für alle Differential- 
gleichungen, denen die Periodicitätsmoduln eines Integrales erster oder 
zweiter Gattung genügen, beweisen, dass ihre (2p— 2)-ten Associirten durch 
ein rationales Integral befriedigt wird, da ja die Umlaufsrelationen (4.) 
No. 1, Seite 5 für alle diese Integrale dieselben sind. Aus Satz IV 
voriger Nummer können wir daher jetzt den Schluss ziehen: 

V. Für die Differentialgleichungen (2p)--ter Ordnung, denen die Pe- 
riodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale erster oder zweiter Gattung 
genügen, wenn p das Geschlecht der zu Grunde gelegten Riemannschen Fläche 
bedeutet^ sind alle Associirten eon der 2ten bis zur (2;? — 2)-/efi reductibel. 



*) Siehe Frobenius, dieses Journal, Bd. 76, S. 236. 
) Siehe L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, 1, S. 155. 



•• 
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Man kann aber über diese Rednctibilität noch genaueres aussagen. 
Der (2/?— 4)-ten Associirten gentigen nach Satz III voriger Nummer Inte- 
grale einer Differentialgleichung, welche mit der (2p— 2)-ten Associirten 
zu derselben Art gehört. Es wäre nun von Interesse zu untersuchen, ob 
sich unter diesen Integralen auch das rationale Integral befindet und ob 
dann weiter auch die (2/?— 6)-te, (2/?— 8)-te u. s. w. Associirte durch ein 
rationales Integral befriedigt wird. 

Um dieser Frage näher zu treten, betrachten wir, analog dem Glei- 
chung (9.) No. 1 gemachten Ansatz den Ausdruck 

(1.) IT = 2: (:-it'''^-^'^'(i,, ^3, ..., i.«), 

wo Aj, ^2 7 . . ., ^2h äUc Werthe der Zahlenreihe 1, 2, ..., 2 p durchlaufen, 
80 zwar, dass ^i < i2<-- <i2«- Natürlich kann auch hier wieder die 
Summation so vorgenommen werden , dass ^i ^ ^2 ^ ^3 ^ • • • ^ ^2* ist, da 
ja (^1, ..., ^,) identisch verschwindet, wenn zwei oder mehrere der i ein- 
ander gleich werden. Wenn man die bei den Determinanten zweiten Grades 
gemachten Schlüsse hier wiederholt, so erkennt man, dass w bei einem Um- 
laufe um a? = a. übergeht in 

(2.) w = W+2P, 

^vro sich P auf die Form bringen lässt 

indem 

(4.) p....,.,,,_. = l(-iyw- i(-iyw+"-^ i (-lyw 

A = l A=:Ai ^'^'^2x— 1 

ist Es zeigt sich auch hier, dass Px^^x^k-^ identisch verschwindet, woraus 
f^ =s folgt. Demnach bleibt tr bei allen Umläufen von x ungeändert, ist 
Hlso eine eindeutige und folglich auch eine rationale Function von x. 

Somit erhalten wir den Satz: 

VI. Die (2p — 2x)-te Associirte der Differentialgleichung (3.) No. 1 
besitzt ein rationales Integral 

too ii, A27 •••? h* (^llß Werthe der Zahlenreihe 1, 2, . . ., 2p durchlaufen, 
«o zwar, dass ii < ^2 < • • • <C ^2« ist. 

Dasselbe Verfahren lässt sich nun natürlich wieder auf jede Diffe- 
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reiitulgleictiDDg, der die Periodicitäismodoln eines hyperelUptiaeheD Inte 
grales erster oder zweiter Ciattang genfigen, anwenden. 

Wenn alle geraden Aasocürten rationale Integrale besitzen, so a 
giebt sich anmituslbar aas Satz III voriger Nnmmer, dnt aüe mtgermdi 
AMioeärlen durck die Integrale com Differentitügleidttage» befriedigl werdet 
die mit der urtjtriMglieke» tu der$elbem Art gehöre». 

Man könnte nnn den Versuch machen, die rationalen Integrale d( 
niedrigeren geraden Associirten in ähnlicher Weise zqt Aofstellnng ra 
Relationen zwischen den Periodicitätsmodaln zn benatzen, wie wir dies m 
der (2;>— 2)-ten Associirten getban haben. Allein es Ifisst sich zeige: 
dass diese Relationen nur Umformungen der fVeierf/rawschen bilineare 
Relationen sein würden. Wir wollen dies im Falle ;i = 4 an dem rati( 
nalen Integrale der vierten Associirten zeigen. 

Es ist, wie man leicht erkennt: 

(5.) w = , .£.C-r/-^^+''^''(i,. K, h: K) = ^^(-l)'-"'«^.;. 



(6.) 



^u,,, = -(>.,, K, 1. 2.i-i-(v iv. 1, 3) 

I -(/„ i„ 1, ■4;+-- a„ >.., 7. 8). 

Seien nnn j, t,, S, .^ vier Integrale erster Gattung und 5„ »;„ ?„ ^ 
(x = 1,2, ...,8) ihre Feriodicitätsmoduln, dann bilden wir analog der No. 
Ol. (d.) eingefUhrten Hezeiclinnug 

1. ^.i ir §.» 

»;,-. ^h >A . 



(70 






S, t, l.s 



i^, 7, <']■ 



Setzen wir nun in (5.) und (6.) eckige Klammern an Stelle der rande 
wobei «;;_i^ und tp bezw. in t/i.,,^. und W übergehen mögen, so ist 

Aber 

(9.) {/,,.,. = -[i,, L,. 1, 2]+[Ä„ i„ 1, 3] [X„ i„ 7, 8] 

hat den Werth Null, wenn die H^etersfriusschen bilinearen Relationen e 
fllUt sind, wie man unmittelbar eiusielit, wenn man in allen Determiuantt 
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zufolge des Laplace&chen Determinantensatzes nach den beiden ersten Co- 
lonnen entwickelt. Demnach ist auch identisch TV = 0, wenn die bilinearen 
Relationen erfüllt sind. 

Auch die Reductibilität der ungeraden Associirten liefert so nichts 
Neues, wie wir noch im Falle p = 3 an der dritten Associirten zeigen wollen. 

Die Rechnung, die hier noch verhältnissmässig leicht zu fahren ist, 
zeigt, dass diese dritte Associirte kein rationales Integral besitzt. Dagegen 
genügen ihr sechs Integrale 



(10.) 



«1 = 



«2 = 



«3 = 



«4 = 



«5 = 



«0 = 



(123)-(124)+(125 
•(135)+(136)+(145 
(123)-(124)+(125 
■(235)+(236)+(245 
(123)-(134)+(135 
•(235)+ (236)+ (345 
(124)-(134)+(145 
•(245) +(246) +(345 
(125)-(135)+(145 
(245) +(256) +(345 
(126)-(136)+(146 
•(246)+(2ö6)+(346 



-(126)+(134) 

-(146)+(156), 

-(126)+(234) 

-(246)+(256), 

-(136)+ (234) 

-(346)+(356), 

-(146)+(234) 

-(346)+(456), 

-(156)+ (235) 

-(356)+(456), 

-(156)+(236) 

-(356)+(456), 



die gleichzeitig die Integrale einer mit der orsprünglichen zn derselben Art 
gehörigen Differentialgleichnng sind. 

Bildet man ans »i, wenn i, q, t, drei Integrale erster Gattnng sind 

U, = [123]-[124]+-+[156], 

80 erkennt man wieder unmittelbar, dass dieser Aasdruck den Werth Null 
hat, wenn die bilinearen FFeters^rcw^schen Relationen erfüllt sind, indem 
man alle Determinanten nach der ersten Colonne entwickelt. 

Die pte Associirte wird, wie sich aus dem Vorhergehenden ergiebt, 
nur dann ein rationales Integral besitzen müssen, wenn p eine gerade Zahl 
ist Wenn p ungerade ist, hat die pte Associirte, wie uns der Fall p = 3 
lehrte, im allgemeinen kein rationales Integral. 

Wenn man also eine Differentialgleichung (2m)-ter Ordnung hat, 
deren Gruppe von in den Coefficienten auftretenden Parametern unabhängig 
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ist, so ist die mte Associirte, wie mein Vater (Sitzungsberichte 1888, 
Seite 1285 Satz V) gezeigt hat, rednctibel, diese Reductibilität kann aber 
sehr verschieden ausfallen, wie das Beispiel der Differentialgleichungen, 
denen die Periodicitätsmodnln der hyperelliptischen Integrale genügen, ge- 
zeigt hat. 

Zum Schlüsse möchte ich auch an dieser Stelle meinem theuren und 
verehrten Vater L Fuchs für die Anregung zu dieser Arbeit und seine 
liebevollen Rathschläge bei ihrer Ausarbeitung meinen herzlichsten Dank 
aussprechen. 
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Ueber die Principien der Mechanik. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 
(Fortsetzung der Arbeit aus Band 118 Seite 27ö — 350). 



XII. 

Anwendung der analytischen Transformation des kinetischen Potentials auf das Webersche Gesetz. 

Um den Fall, dass einzelne der LagrangeBchen Bewegongsgleichungen 
in vollständige nach der Zeit genommene Differentialqaotienten übergehen, 
oder, was in der Mechanik wägbarer Massen damit identisch ist, dass das 
kinetische Potential von einigen Coordinaten unabhängig ist, an einem Bei- 
spiel zu behandeln, wollen wir die Bewegung dreier materieller Punkte 
mit den Massen nii, ms, m^ betrachten, deren Coordinaten der Bedingungs- 
gleichung unterliegen 

(1.) »1 = f(Xij ^1, a?2, Jf2, «2, a?3l ^31 «3)7 

und deren innere Kräfte durch eine Kräftefunction 

t'C^M fflJ *U ^25 1(2? *2» ^3? ^37 ^3) 

gegeben sein mögen. 

Da das kinetische Potential 

vermöge der Beziehung (1.) die Form annimmt 

-Y(i»3+«»i(^)')ari'-^(in,+m.(-;^)')j,;* 
— l(«^,+m.(-^y)ai^-l(m,+m.(-^y)x;^ 



(2.) 



I t 



dx, dy, 

^Kp'u Uli I) 2?2i y-ii Ä2> ^3i ifii ^3)1 



df df 
80 folgt, dass, wenn dasselbe von den Coordinaten Xi nnd j^i nnabhängig 
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sein soll, eben dies für die Coefficienten aller Ableitungen der Coordinaten 

der Fall sein muss, und daher zunächst, wenn -^-^ und -^ von Xi und tfi 
unabhängig sind, ""' ^' 

f = a?iy(a?2, ^2, «2, a?3, ^3, »3) + yiV'(a?2, »2, «2, 2^3, »3, Ä3) + Cü(X2, ^2, «2, 2^3, »3, «3), 

wonach, da auch -g-^ , -^ , -^-^ , . . . von x^ und y i frei sein müssen, die 

Function ^ also die Bedingungsgleichung (1.) die Gestalt hat 

(3.) Äi = aa:i + 6yi + cü(a?2, y^^ «2, ^3, »3, «3), 

worin a und 6 Constanten bedeuten, und das kinetische Potential 

tn. ,^ . ov fo fit. 



(4.) 



^= -^(i+o>;^-^(i+6^)!/;' 






iWiaoxiyi— mia^^a?ia?2— mia-g— a:ij;2+ 



^~där~dy^^^y^ ^^^' ^*' '' ^^' y^^ *^' ^^' ^^' *^^ 



—m 



wird. 

Da nun aber auch der letztere Theil U von Xi und y^ frei sein soll, 
so ist aus (3.) ersichtlich, dass U die Form haben muss 

U = (»i-axi-6yi-cü)Fi(a:„ y^, «1, a-j, ^2, «2, a?3, ^3, »3) 

+F(»i— aa;,— %i, Xi, y^, Sjj ab» ^3» »j)» 

und es werden sodann die zu den Coordinaten Xi und yi gehörigen Lagrange- 
schen Gleichungen die Gestalt annehmen 

d dB f. , d dH i. 

7- = nnd -s- 3-j- = 0, 



(5.) 



dt dx\ " dt dy\ 

oder wie leicht zu sehen, wenn Ci und c^ Integrationsconstanten bedeuten, 

dia 



(l+o')aj;+a6y; = c^-a 
abx'Ml^b')y\ = c,-b 



dt ' 
dw 



dt 
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woraus sich 



(6.) 



(l+a'+b'^x[ = c,(l+0-ca6-o 



dfo 



dt 



(l+o'+ft^y; = -c^ab+cdl+a^-b 



dü) 
W 



ergiebt. Setzt man die bieraas folgenden Wertbe von x[ und y[ in die 
sechs weiteren Be wegungsgleichangen , fDr welche sämmtliche äusseren 
Kräfte gleich Null angenommen werden, ein, so ergiebt sich unter der 
frtlher hervorgehobenen Bedeutung der eingeklammerten Ausdrucke z. B. 
aus der ersten dieser 

oder da 

d(H) _( dB \,( dH\ dx\ , / dB \ dy\ _ ( dB\. dx\ . dy\ 

d(H) _C dB\./ dB\ dx\ , / dB \ dy\ _ / ö£f \ , dx\ dy\ 

iBt, wenn 

(7.) ^ = (ff)--Cifiiia?;-C2fiiiy; 

gesetzt wird, wieder die /^^an^esche Form 

imd ebenso für dasselbe kinetische Potential ^ die anderen fünf Bewegungs- 
^leichungen. 

Eine leichte Rechnung ergiebt durch Einsetzen der Werthe von 
^1 und y[ aus (6.) in (7.) für das nun entstehende kinetische Potential die 
einfache Form 

m. / dto\^ . ac^ +6c, dat 



(9.) 



^ = - 



;ij(-5r)+'"» 



2(H-o*+6') \dt y ' '"' l+a»+6' dt 
, c] (l+b*)-2abe,c,+e\(l+a*) m, . -2 , ., . -^ 



-^(X3^ + y? + »?) — P(<0, Hh, y», »2, «3, ^3, «s) 



lind wir finden somit, dats die nothteendige und hinreichende Bedingung dafür, 
«/otf für die Bewegung von drei materiellen Punkten, deren Coordinaten einer 
Sedingwtgsgleichung unterliegen, von den acht Bewegungsgleichungen swei in 
^ooUtländige Mtch der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, oder, 

4* 
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WM damit identiech iety dae kinetieehe Potential von swei der acht Coardmaten 
unabhängig sei, die ist, da$$ die Bedingungsgleichung die Form hat 

»1 = axi+byi+(o, 

worin a und b Constanten, und oi nur von x^, f/z, z^, Xj, y^, «3 abhäi^gt, 
während die Kräßefunction die Gestalt besitzt 

U = («1— oPi— 6yi--co)Fi(a:i, jfj, «,, Xj, y,, «2» a?,, jfj, «3) 

+ F(«i-oar,-6jfi, X2, y,, »2, arj, »3, »3); 

tu diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die Coordinaten 
^29 y2y Z2, Xi, y^, J53 wieder die Lagrangesche Form für das durch die 
Gleichung (9.) gegebene kinetische Potential ^ an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefbnction bedingt offenbar, wenn 
Fl = angenommen wird, dass, weil 

V ^F «. dF , ^ dF 



ist, die Richtung der auf den Punkt m^ wirkenden Kraft constant ist 

Wir wollen nun die Frage nach den nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafUr aufwerfen, dass das kinetische Potential die Form hat 

(10.) ^ = -^(x?+y;^+«;0-^(^3^+!fi'+«;0-»»^(r, r), 

worin W eine beliebig gegebene Function von r und r' und 

r' = {x^-x^y+^yz-y^y+izz-Zyf 

ist. Aus dem Werthe (9.) ergiebt sich zunächst, dass W(r,r') nur eine 
ganze Function zweiten Grades von r' von der Form 

(11.) W = y.,(r)+9,,(r)^+9a(r)(-^)' 

sein kann, und somit 

und 

/ION / \ ^'^ ac, +6c, dw 

(13.) v,(r)-^ = -m^^^^^r^. 

Nun folgt aber aus der Gleichung (12.) 



= /Eii^O /-^^(ö*. 



CO 

m 



80 dass sich bei willkürlicher Wahl von (p-xif) aus (13.) für (pi(r) die Be- 
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Stimmung ergiebt 






1+0 + 

während 9)o(r) dnrch den Ansdrack charakterisirt ist 

.. , cf(l+6»)-2o6c,c,+cI(l+o') , „, , 

<iPu(r) = ^mt-^ l+a'+6' - + F((o, x^, y„ a„ x„ yj, a,), 

ans welchem 

^(> m J ^Viif)dr> *»> y»» »i» a?3, Jfs, »3] 

sich als Function von r und somit nach (5.) die Kräftefiinction sich in der 
Form ergiebt 

U = [»i-oa?! -%,-}/ ^° ^-fiq>i(y)drj F,(a;„ jfi, s„ «2, y„ »2, «3, jfj, Sj) 

+F(»,-oa;i— 6y,, r), 
wahrend die Coordinaten der Bedingung unterliegen 

Wir finden somit, dckss die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten m^ m2, m^, deren 
Coordinaten einer Bedingung unterliegen, von den acht Bewegungsgleichungen 
swei in vollständige nach der Zeit genommene Differentialquotienten übergehen, 
während die übrigen sechs nach dem Vorigen in Folge dessen nach Elimination 
der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrangesche Form annehmen, 
und dass femer das kinetische Potential dieser letzteren sich aus der nega- 
tiven Summe der lebendigen Kraft der beiden anderen Punkte und aus einer 
Function der Entfernung r derselben und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitung zusammensetzt , die ist, dass die zwischen den Coordinaten der drei 
Punkte bestehende Bedingung die Form hat 



= „,,+*,.+ / 2a+.-+> Y^^dr. 



worin a und b beliebige Constanten und (p2 eine beliebige Function bedeutet, 
und dass femer die Kräftefunction durch einen Ausdruck der Form definirt ist 



U = [zi-axi-by^-y-^ — ^ -J^V2(r)drj F^(x,^ jj, «i, a?2, »2, »2, a?3, »3, »3) 

+F(»i-axi-6y,, r), 
worin F ebenfalls willkürlich ist. Dann wird das kinetische Potential für die 
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Bewegung der beiden Punkte 



tauten, und nach (6.) die Coordmaten Xi, y^, S| durch die Ausdrücke ge- 
geben sein 



— c,a6+c,(l+o') . . ,/ 2 f^—T^j 



Wählen wir die Constanten a^ b, c^, Cj, so dass 

aci+6c2 = 
wird, femer 

9.(r) = ^|, also /V^)rfr = 2/^r», 
femer 



SO wird der Aosdrack 



das kinetische Potential des fTeöerschen Gesetzes liefern, während die 
Coordinaten x^^ j^i, s^ durch die Ausdrücke gegeben sind 

__ . 2a J 2m, m, ^ 

_ . 26 i/ 2m,iii, 1 

worin man auch a = 0, 6 = wählen kann, so dass 

Ä A 2 t/ 2?7i5mj i 

^i = Ci/, ji = Cj/, »1 = — y — ^»-r* 

wird. 
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Wenm somit von drei Massenpumkten der eine durch Verbindung nUt den 
beiden anderen der Bedingung unterliegt, dose seine Entfernung von einer 
festen Ebene stets der Quadratwurzel aus der Entfernung der beiden anderen 
Massenpunkte von einander proportional bleibt, während sich die letzteren 
nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, so wird sich die Bewegung dieser 
nach dem Weberschen Gesetze vollziehen. 

Betrachten wir endlich noch den Fall, in welchem zwischen den 
Coordinaten der drei Massenpunkte zwei Bedingnngsgleichnngen bestehen, 
welche in die f^orm 

Vi = /(^l) ^27 y2i «2» ^37 Vzi «3)7 »l = y(^l7 ^27 ^27 »27 ^37 !f37 «3) 

gesetzt werden mögen, so geht das kinetische Potential in 



(14.) 



H 



"-^(l+(^)"+(t)>-T(-+«'.(^)"+- 



-|(".+».(f)"+»,(|J)>?--,(^^+^|^)»;«; 

'^^'^'d^.'df^^ ~^,w)^^^^^^ ^' ^' ^'^ ^^' *^' ^^' ^^' *^^ 

über, und soll dasselbe von x^ unabhängig sein, so muss eben dies für die 
Coefficienten der Ableitungen der Coordinaten der Fall sein, und somit die 
Ausdrucke 

(l)'+(t)' (^)V(M. (#y+(^y, . . . 



df df . d(p dq> 
+ 



dx^ 



ö^a 



^y^ 



df df dq> dg> 
+ 



• • 



df df ,d^d^ _^ 



9j?j 6a?, 9a?j öa?. 



6x, dx^ ' öx, dx^ ' öx, dy^ ' 6x, 9y, ' 

reine Functionen von 0:27 ^2, «2? ^3? ^37 «3« 
Setzt man 

worin co^, cuj, ^ Functionen der Coordinaten des zweiten und dritten Massen- 
punktes bedeuten, so ergiebt sich leicht durch einfache Zusammensetzung, 
dass die Function tp der partiellen Differentialgleichung genügen muss 

(16.) „.(^y+»,(^)-2i2^|^ = ».».-^, 

während f und (p durch die Beziehungen verbunden sind 



(17.) 



(«,,«,-i20^ = -^1^+-.-?-!^ 



dx 



dx^ 



-o:^\AL = -üj-.^+n^'^ 



K'»2-^')-^~ = 



dx. 



dx. 
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und ans dieBen letzteren wiederum durch Differentiation der ersten nach 0^2, 
der zweiten nach Xi eine weitere partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung für 9): 



(18.) 



Differentiirt man nun die Gleichung (16.) partiell nach Xi und a^, 
sodann die erste so erhaltene Gleichung nach Xi und a?2i die zweite nach Xj, 
so erhält man fttnf Gleichungen in den partiellen Differentialquotienten 
zweiter und dritter Ordnung der Function (p, und aus der Gleichung (18.) 
durch Differentiation nach Xi und X2 mit dieser drei Gleichungen in den- 
selben Grössen, so dass acht — wie man leicht sieht von einander unab- 
hängige — Gleichungen sich ergeben in den sieben Grössen 

d^g> öV öV d*g> d*q> d*q> d^q> 

durch deren Elimination sich eine Beziehung von der Form ergiebt 
(19.) F,i^, ^, ^) = 0, 

in welche die Variable Xi nicht eintritt. Die beiden Gleichungen (16.) und 
(19.) verlangen nun, dass -^^ und -^^ von x^ unabhängig sind, und dass 

daher, weil dasselbe für die anderen Variablen gelten soll, 

(20.) (p = toi + *(aj2, ^2, «2, ^3, ^3, «3) 

ist, worin b eine Constante bedeutet, und somit nach (17.) auch -^J- und 
-g-^ von Xi unabhängig und f von der Form 

(21.) f = aXi+F(X2, ^2, «25 ^35 ^35 «3)) 

worin a wiederum eine Constante darstellt. Und die eben gefundenen 
Formen für f und (p sind , wie unmittelbar zu sehen , nicht nur die noth- 
wendigen sondern auch die hinreichenden Bedingungen dafür, dass das 
kinetische Potential H von x^ unabhängig ist, wenn noch die Eräftefunction 
der Bedingung unterworfen wird, von der Form zu sein 

U = {yi—ax^'-F)xi(x,, y„ z^, x^, ^2, «2, x^, y^, z^) 

(22.) - +(«l-6^1-*)/2(a:„ yi, Ä„ X2, t/z, «2, a?3, 1/3, «i) 

I +X(yi-0^iy «1 — 6^1J iCj, 1/2, Ä2, 0^3, ^3, A3). 
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(23.) 



Da nunmehr wegen der Form des kinetischen Potentials 
■ H= -^(l+aH6>;'-|(«.+«,(^)V«..(||-)>;' 

— |-(«».+mi(^)+m.(||-)')y;H—i«.(a-^+6-||-)ar>; 



d0 






ÖF d¥ . ö* a* 



5y, dy. 



— ;c(F, #, iCj, y^, a,, «3, 1/3, »,) 



die zu a:i gehörige Lagrangeiclue Gleichung 

dB 



= cm. 



worin c eine Integrationsconstante bedeutet, die Form annimmt 
(24.) 



(l+a*+6»)a.; = -c-a^-h'^'^ 



dt ~ dt 

80 ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes von x[ in die sechs folgenden 
Bewegnngsgleichnngen z. B. aus der ersten dieser 

\dxj^ dt\dx\) "' 

wenn alle äusseren Kräfte gleich Null vorausgesetzt sind, und weil 

a(g) _( dH\ ( dH\dx\ _f dH\ dx\ 
'd^-y'd^J'^^dx\J~d^-\~d^J^^''d^' 

d(H) _^ dH\ f^ dH\dx\ _f dH\ dx\ 

dx\ ~ ^ dx\ )^\dx\ ) dx', ~ V öx; >* + '^i ö«; ' 

wenn 

(25.) $ = (Ä)-«»,«; 

gesetzt wird, die La^an^esche Gleichung 

dx, ^ dt ö«; ~ ' 

und ebenso fiir dasselbe kinetische Potential ^ die anderen fUnf Bewegnnga- 
gleichungen. 

Setzt man nun den Werth von x'i aus der Gleichung (24.) in (25.) 
ein, so ergiebt sich das kinetische Potential in der Form 



(26.) 



m. 



^ ~ 2 l+a'+6» \ dt y 2 l4-o»+6» W< / 



+m, 



ab 



dt 
dF d<I» 



l + o»+6' ät dt 
m. c* m. 



+»», 



ac dF 



l+a'+b' dt 
m. 



4-m, 



6c 



dH> 



l+o'+6' dt 

-;r(^» *, «2> y»» «2> «»> »j» »»)> 
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und wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass für die Bewegung von drei materiellen Punkten, deren Coordinaten zwei 
Bedingungsgleichungen unterliegen, von den sieben Bewegungsgleichungen eine 
in einen vollständigen nach der Zeit genommenen Differentialquotienten über- 
geht , oder was damit identisch ist, das kinetische Potential von einer der 
sieben Coordinaten unabhängig ist, die ist, dass die Bedingungsgleichungen die 
Form haben 

worin a und b Constanten sind und F sowie ^ nur von 

^21 y2i ^2? ^3? y^i ^3 

abhängen, ausserdem die Kräftefunction die Gestalt besitzt 

U = (yi—axi—F)xi(^u yu «1» ^2, ^2, Ä2, 0:3, ya, z^) 

+(zi-'bxt-^)X2(^u Vii «u ^2, ^2, «2, ^3^ Vz, «3) 

+ /(yi— ö^l» «1 — fr^n ^2, ^2? Ä2, a?3, ^3, «3); 

in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die Coordinaten 
^29 y29 ^29 ^Z9 y39 «3 wieder die Lagrangesche Form für das durch die 
Gleichung (26.) gegebene kinetische Potential ^ an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefunction bedingt fUr die auf 
den ersten Punkt wirkende Kraft, wenn /i = 0, X2 = angenommen werden, 
die Beziehung 

Xi = — a Fl ~ 6Z1 . 

Soll das kinetische Potential wiederum die Form (10.) haben, also 
W durch den Ausdruck (11.) bestimmt sein, so wird 

^^v A d( y "^ 2 l+a'+6' \dt J^ 2 l+a'+6» \ dt ^ 

ab dF d0 



— iw 



1 l+o»+6' dt dt ' 






dt "" "•' l + a'+6' d< '"' l + a'+6» d/ ' 
yo(r) = -"2^ l+o'+fe' +X(F, *, ^2, ^2, »2, ar„ ^j, «j) 



sein müssen, woraus leicht 
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dF _ — o(l+a'+b')y.(0+fct^2w>.c'Cg'+fc')y,(r)-(l+o'4-6')y,(r)* dr 

dt ~ m,c(o'+6*) * dt ' 

d(D ^ -6(l+o'-t-6')<p,(r)-ot^2m,c'(a'+fe')(p,(r)-(l + o'+fe')y,(r)' dr 

dt m,c(o'+6') * dt 

folgt, und somit 



(27) F= /• -aa+a'+fc*)y,(r)4-6]^2m.c»(a'+6>,(r)-(l+a'+6')y.(ry ^ 
^ ■'' ^ m,c(o*+6') 

und 



C28.) * = / •-Hl+«'+fc')y.(r)-o>/2m,c'(a'+6')y.(r)-(l+a'+ 6 ')y,(r)' ^^ 



reine Functionen von r, ausserdem 



III. c* 



(29.) (^o(r) = --y- i+a'4-6' +^(^(^)^ *W' ^2, »2, «2, a?3, »3, «3), 

also 



, ! 



t/ = (yi-öiz;i-^(0);fi(^n yi» »n ^2, »2, «2, ^3, »3, «3) 

(30.) ] +(«1— 6x,— *(r));f2(xi, yi, »i, Xj, ya, «2, ^3, ^3, «3) 



+;?(yi-aa:i, Ä,-6xi, r), 

und die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 

(31.) y 1 = ax, + F(r), «» = hx, + *(r). 

Wir finden somit, dasn die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, das8 für die Bewegung eon drei materiellen Punkten mi, ifta^ m^, deren 
Coordinaten zwei Bedingungen unterliegen, von den sieben Bewegungsgleichungen 
eine in einen vollständigen nach der Zeit genommenen Differentialquotienten 
übergeht^ während die übrigen sechs in Folge dessen nach dem Vorigen nach 
Elimination der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrangesche 
Farm annehmen, und dass ferner das kinetische Potential dieser letzteren sich 
aus der negativen Summe der lebendigen Kraft der beiden anderen Punkte 
und aus einer Function der Entfernung r derselben und deren nach der Zeit 
genommenen Ableitung zusammensetzt, die ist, dass die beiden Bedingungs-- 
gleichungen zwischen den Coordinaten die Form (31.) haben, worin F(r) und 
^(r) durch die Ausdrücke (27.) und (28.), in welchen (pi(r) und (p2(r) be- 
liebige Functionen von r bedeuten, bestimmt sind, und dass ferner die Kräfte- 

5* 
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function durch einen Ausdruck von der Form (30.) dargestellt ist. Dann 
wird das kinetische Potential für die Bewegung der beiden Punkte 



(32.) 



^ = -^(x?+y'^+i',')-^(x?+y?+z',^-cp,(r)(-^y 



^ s, dr m 



di 



2 l + a»+6 



F- -XiP, *, r) 



lauten^ und nach (24.) die Coordinalen x,, y^, «i durch die Ausdrücke ge- 
geben sein 



a:, = — 



yi = - 



hb^^+'h/'f^^'^'^'' 



l+a'+b' 

ac 

l+a^+b'' 



Ä. = 



yr -ay^(r)+&t/2m.c'(o'+60qr,(r)-(l+o'+6«)y,(r)' ^^ 
fcc /- -fey.(r)~ay2in.c'(o^+6')y,(0i:(l+«'+O^,(0' ^^ 

Wollte man wiederum auf das Weber&che Gesetz geführt werden, 
80 mflBste man 

y.(r) = 0, ^,(r) = 3^f, U=yXF,^,r) = ^+^-:^ 



setzen, wofUr das kinetische Potential (32.) die Form annimmt 



e = -^(x,'+y?+^n-^(.x?+y?+z',^- 



tn^m^ 



(1+^). 



Während die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten nach (27.) 
und (28.) in 



, 26 ,/ 2m,m, . 
' Ä ' in,(a'+6') 



übergehen und die Coordinaten x^^ yi, jSi durch die Ausdrucke gegeben sind 



Xi = — 



yi = - 



«1 = - 



H-o'+i»' 


- /_ 


2fr 
2a 






ac 


2m,m, 


6c 


n,(a'+6») 
2wjiw, 



1+ 
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ohne weitere Beschränkaug der VariatioDen sich ans (1.) 
S^ = df\H+LP,px)dt 



dt dp; 



dH 

dp', dl dp; 



±J"+...+^.iyä' ^« 



dt' öp( 



^ + P.\ ^P.dt 



d du 



+fi. 

C^ idH d dB 



Tr+- + (-l) 'dr^ö^l^/'.l 



dH d dB . . , , ,,_, d'--' dB t j^,r 



<«— 2 öp(' 



+ 



^i.^".!-'];. 



ergiebt, so wird für die Annahme, dass die mit einander verglichenen 
Werthe der Coordinaten /?, aas den Integralen der erweiterten La^ai^^eschen 
Bewegungsgleichnngen 



öff 






1^+'^. = 



dnrch Variation der 2,av Integrationsconstanten hervorgehen sollen, für 
welche wir die Anfangawerthe 

wählen wollen, 



(20 



+ [i. I 

+ 






öp;' d/ dp\ 









d/«'-^ 3pc, 



+(f-^*''!'-i:. 



sein. Drückt man nun aas den Integralgleichungen 



(3.) 



P* — /fV*5 Pll • • M Pa*^ • • •! rl 1 • • •? r^ y 



und deren nach f genommenen ersten 2v— 1 Ableitungen, deren Anzahl also 
2/iv beträgt, die 2uv Grössen 



(«.) 



-,(v) „irr j,(r + l) „(y+l)» 

F» > r* y r* 9 F* 9 



• • 



P 



(2K-1) 



Pi 



C2»'-!)'» 



durch die 2^v+l Grössen 



(/5.) 



'5 Po P»9 Psy P 



• 9 



• • •? r« 9 F* 
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aus, denkt ^ durch Ausführung des Integrales (1.)) nach Einsetzung der 
Werthe (3.) in die Function unter dem Integral, als Function der Grössen 

*9 P^ly • • M P^li9 ' • •? pP*'~^^\ • • M P^^*""^^*5 ^nd somit durch Substitution der für 
die Grössen (a.) gefundenen Werthe als reine Function der Grössen (ß.) 
dargestellt, so können wir die Variation von ^ auch in die Form setzen: 

und man erhält somit durch Vergleichung mit (2.) die folgenden Be- 
ziehungen : 



[V-1)0 



(5.) 



d0 



dp. 



dB 

dp'. 
du 






dt dp: 



dj--» öp('' ' 



dp'. 



dp" dl dp 



" «» +...+ (_!).-=■"-' SB 



dt 



y—2 



dpM ' 



d<i> 



dB 



d dB 






dp^/-'^ dt öpC") 

dB 



öpj"-') öpj»') 



und 



(6.) 



00 



dp': 

80 



dp'; 



- r-^^l -f± JE.") 4. 4. r- 1 y-' C^— dB \ 

~ ^dp[A ^dt dpyo'"^^ ^ Vdr-i ÖpwA' 
_ ( dB\ ( d dH\ I f iy-< <*"•' dB \ 



dp: 



dt dp' 



dpi 



d(I> _ / dB \ / d dB \ 

dni"-^)' "" \^d(>-1)/o \dt dp^"^ K'' 



Öp(— =<>• ~ \dp\ 
d0 _ f dB \ 



Differentiirt man die Gleichung (1.) nach t, so folgt 

d0 



dt 



= H+üxP.p, 



oder, indem wieder als Function der Grössen (ß.) betrachtet wird, 

n^ dtp_^ d0_ ,^ do_ „ ^ _d^ .,, _ fj.^p^ 

^''■^ dt ^T' dp^ P'^f' dp: P'^ ^ r' dpi"-') P' ~ " + f''^'P" 

und venaöge der Gleichangen (5.) üud (V. 4.), wenn t in H nicht vorkommt, 



(8.) 



dt 



= E+£.P,p,. 
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(9.) 



Berechnet man nun aus den ,u Gleichangen 

d<P dH d<I> dB Ö0 dH 



öpt"-») dpY^ ' e/>(— » dp</> ' ■ • •' dpi*-') ~ öp<''' 



It rf. 



die /LI Grössen pi"^, p^", . . ., pj,"', ausgedruckt durch die übrigen in H ent- 
haltenen Grössen, so dass sich p^"' in der Form ergiebt 

r« "'»v» Fn • • •> Ff) • • v ri i • • n P/i t öpt»--!) ' • • '» ön(»-»)/' 

und setzt diese Werthe in (7.) ein, so ergiebt tich die partielle Diff'eretUial'- 
gleichung erster Ordnung 






(10.) 



0/ ' T"^' dp, ' -T"^' dp', ^ ^T''' 9pc»-^> 



/* 

Z' 



mit der abhängigen Variablen ^ und den ,uy+l unabhängigen Variablen 

h Pn • • •? Pjuf Pn • • •? Pfty • • •? Pi 5 • • •? Pf« * 

und es ist dies die für jede Form des kinetischen Potentials nach Berechnung 
der Grössen p[''\ . . ., p^^^ aus den Gleichungen (9.) unmittelbar hinschreibbare 
Form der erweiterten Hamiltonschen Differentialgleichung. 

Kennt man das fJiv+1 willkürliche Constanten enthaltende vollständige 
Integral der partiellen Dififerentialgleichang (10.), von denen eine additiv 
ist, während man als die anderen die Grössen 

betrachten kann, so werden die fiv Gleichungen (6.), in denen die auf den 
rechten Seiten vorkommenden Grössen 

//j , • • M Fn j • • M Fl 7 • • •? r/< 

als neu eintretende Constanten betrachtet werden, die fiv Grössen 

p«j p«5 • • •? p« 
als Functionen von t und den 2fiv willkürlichen Constanten 

F»> Fs f • • • » F» 

liefern, womit das Integralsystem der erweiterten ^ La^rais^eschen Glei- 
chungen 2vter Ordnung gegeben ist. 
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Enthält H nar die ersten Ableitungen der Coordinaten, so gehen die 
Gleichungen (5.) und (6.) in 

an _ö^^^fl_ 

^'^^'^ dp. dp'. 

and 

ttber, und setzt man die aus den ^ Gleichungen (11.) sich ergebenden 

Werthe von pj, ..., p^ durch t, pi, ..., p^, -^ — , ..., -^ — ausgedruckt 

in den von t, den Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängigen 
Werth des Energievorrathes E ein, der dann mit (E) bezeichnet werden 
8oll, so geht die erweiterte Hamilton^che partielle Differentialgleichung (8.) in 

(13.) ^ = (£)+!. P.p. 

ttber, und das vollständige Integral derselben, welches ^ als Function von 
h Pu •••1 P,4 ^^^ ^^ willkürlichen Constanten p", ..., p)i liefert, wird aus 
den fi Gleichungen (12.) die Grössen pi, ..., p^ als Functionen von 

'> Pij • • -1 P^tif Pm • • •» pi» entwickeln lassen. 

Für H=::-T-U werden die Gleichungen (11.) und (12.): 






und da T unter der Voraussetzung, dass die Bedingungsgleichungen die 
Zeit t nicht explicite enthalten, eine homogene Function zweiten Grades 
von pl, . . ., p'f^j also 

-Q^ = ö,iPi+ö*2P2H ra,f,p^ 

ist, worin a«^ Functionen der p bedeuten, so nehmen diese Gleichungen die 
Form an 

05-) -Q^ = -Ö5iPl «./.Pj. 

und 

(1*>0 öj^Ö- = ö,lPl +-- + Ö.;.P^. 

Beachtet man aber weiter, dass in diesem Falle der Energievorrath 
E durch den Ausdruck definirt ist 
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dass ferner aas den Gleichungen (15.) sich 



dp, ' '' dp, ' • ""'^ dp^ 

ergiebt, worin die Grössen b wiederum Functionen der Coordinaten bedeuten, 
so wird 

und es lautet daher die partielle Differentialgleichung (13.): 

(17.) -W+^^'-d^^f^'^-d^ + '''+^'^^)+" = ^'^'P- 

Fttr den Fall dass die lebendige Kraft nur die Quadrate der Ab- 
leitungen der Coordinaten enthält, wie z. B. bei einem freien System, ist 

ST __ 

dp', ■" ^"P'' 

und da dann die Gleichungen (15.) und (16.) in 

80 _ , 8(D _ '• 

übergehen, so wird die HamiltonBche partielle Differentialgleichung die Form 

annehmen 

8(D 



-iKSiwy*" = ^■'•■p- 



81 

Fttr den Fall, dass das kinetische Potential die Zeit / nicht explicite 
enthält, lässt sich die Hamilton^che partielle Differentialgleichung (10.) durch 
die analoge Substitution, welche Jacobi unter der Annahme von H= —T—U 
angegeben, in die entsprechende einfachere transformiren. 

XIV. 

Transformation der erweiterten Lagrangescheu Bewegungsgleichungen in das erweiterte 

totale Differentialgleichungssystem von Hamilton, 

Es soll nunmehr noch das totale Hamilton^che Differentialgleichungs- 
system flir den Fall des erweiterten kinetischen Potentiales hergeleitet wer- 
den, welches in Form und Wesen der bekannten für H=—T-U geltenden 
Differentialgleichungen einen deutlicheren Einblick gestatten wird. 

Seien die äusseren Kräfte P, gleich Null, so dass die erweiterten 

La^an^eschen Gleichungen lauten 

dB d Öff d^^ff _ ..^^Ä_ ^ Q 



dp^ dt 8p\ ' di^ dp'; ^^ ^ rf/»' 8p\ 
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während der Energievorrath durch den Ansdrnck 



E = H- 






d dff 






e 

dB 

dp'; 



dt dp'; 

d du 



dt dp'" 



+ •••+(-1)' 
+ ••• + (-1) 



.-. d 



V—\ 



dH 



y— 2 



d''-^ dB 



r\ 



dt"-^ dp 



-1 



^tPe 

eben ist, so werde 

dff d dff 



dB 



Cx.) 



öp: 



dB 



dt dp'; 
d dB 



dp'; 



dt dp'" 



+•••+(-1) 



y— 1 



d^-^ dB 



y-2 






dt''-'' ö/?(»'> 



— Pe^»'-! 



— PQ2y-2 



(für ^=1, 2, ..., /<) 



öff 



d dB 



öpCv-l) 






— Pe»v+i 



öir 



öpC'') 



= p 



^y 



ST^s^tzt, und aus diesen vfi Gleichungen die vfi Grössen 









•? 



/»r'^ 



Functionen der übrigen in der Form y ausgedrückt 



P^ 



= ^gy(t, Pa,,Pa, Pä, • • -, Pa '\ PoJ), 



— ^^v + lC^5 Pa^ Pa^ Pa9 • ' •l Pa 9 Parf PaK+V? 



Pq^ = tü^2y-l('j Paj Pa^ Pa 9 '••? P/ j Pa2v-n Pa2y-2i • • •? Pav)? 

^Qd^m sich aus den ^ letzten Gleichungen des Systems (1.) die Werthe 
^^^x p^^^^ aus den anderen, in den Grössen p^^'^^^j P^^^^ • • •? P^^*^"^^ linearen 
Gleichungen die Werthe eben dieser Grössen ergeben. 

Setzt man diese Werthe in das kinetische Potential H und den 
*^^^rgievorrath des Systems E ein, so mögen die so erhaltenen Werthe 
^°^*t (H) und (E) bezeichnet werden, und es ergiebt sich, wenn man 
■^^^^cjhtet, dass H eine Function der Zeit, der Coordinaten und der Ab- 
Ungen derselben bis zur vten Ordnung hin war, E dagegen die Ab- 
ngen bis zur (2i/— l)-ten Ordnung hin enthält, dass zunächst nach den 
9^a9s^ßschen Gleichungen 

dp^2y-i __ / dB \ 
dl "" ^ dp, ) 

6* 




(2.) 



\ 
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ist; da ferner der oben gegebenen Definition gemäss 

(3.) (E) = (Ä)~iep;Pe2.-i-i.p;v-2 — iepr'V+^-fe(pr)p.. 

ist, so wird 






und da 



dB \ d(pi'^) r dH\ . ü. ö(p(o) 



dps ''^dpJ^r^\dpi-'^J dp. '-^^dpJ'^r^P^' 



ist, aus den beiden letzten Gleichangen 



dp. 



f_dH_\ _ ö(£) 

^dp.J "" dp. ' 

so dass die Gleichung (2.) in 

r±\ äPB2y-l __ d(E) 

^^'^ dt ~ dp. 

tibergeht. 

Bedeutet nun l eine der Zahlen 2, 3, . . ., v^ so wird 

dps2y-x _ d i dH d dB . .y_, d--^ dB 

dt ■" dt idp^^) dl öp(^+i) "^ ^^ ^ dt*"-^ öpJ^M ' 

nun ist aber nach (3.) 

a(E) _ d(B) ^ d(pY^) 
öpU-i) "" Öp('^-i) -^pPr öp(^-o P»2r-;.+i 

a(g) ^/ gg X ^ / ag \ a(p^->) __f dB \ ^ d(p';') 
öpu-i) ""vöpj*-»)/"^ 1 ^vapC")/ öp(^-i> ""vapt^-»^/"^ i ^'^^*' epj*-^> ' 

woraus nach (1.) 

d(E) _f dB \ _/ dB \ 

r_dB __±_dB_ .,.,.,, d--^^^ dB N _ rfp.2.-;i 

VÖpJ^^^ d< öp(*) "^ ^^ ^ dr-^+» öpj»')/ ™ dt 

folgt, und wir erhalten daher mit Rücksicht auf (4.): 

dp^r^x d(E) 



und 
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Bildet man nnu für d = v, v+1, ..., 2»'— 1 

d(E) _ d(H) ,,,_s, ^ gCp^-O 

^P.s ~ dp,s P' T"''''' dpa 

Bod bemerkt, dass 

dp^ ~r''^dpO'yJ dpa --r^Po" dpa 

ist, "wobei, wie anmittelbar zn sehen, für J ;>■ v 
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»t, eo folgt 

dpi'--^-'^ _ a(E) 
dt dp,5 ' 

und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn man vermöge der Gleichungen (1.) die Grössen p^''^pJ*'^*^ ...,pf'"'^^ 
oh Ji'unctionen von p^, p'^, ..., p^''"*\ P^ir-i, P^2y-29 ..., p^y darstellt und 
i^ cf^n Ausdruck E der Energie einsetzt, der dann in (E) übergehen möge, 
«> i€Mssen sich die verallgemeinerten Lagrang eschen Bewegungsgleichungen 
^^^^rcJk das erweiterte Hamiltonsche Differentialgleichungssystem ersetzen: 

dp,2y^x _ d(ß) dp,2y-2 _ 6 (E) dp,y ___ d(E) 

dt " dp, ' dl ~" öp; ' • • •' dt " apC/-^) ' 

dp^'-'^ ^ d(E) dp^^ ^__d(ß)_ dp, ^ d(E) 

dt " dp,y • dt ~" dp,r^i ' • • •' d( ~ dp,2y^i 

Für den Fall, dass das kinetische Potential nur die ersten Ableitnn- 
der Coordinaten enthält, gehen, wie unmittelbar zn sehen, die erweiterten 
"«•nt/tonschen Gleichungen in das System der 2fi simultanen DifFerential- 
S^^ichungen über - 

dpsi ^ d(E)_ Jp^ ^ _ a(g) 
dt dp, ' dt dp,i ' 

^^n (£) den Ausdruck fUr den Energievorrath darstellt, wenn in den- 
^ll^en der aus den fi Gleichungen 

dB _ 
dpi --P^' 

^^\k ergebende Werth von p'^ durch <, p^, Pai ausgedrückt eingesetzt wird; 

^^a ist 

H=--T-U, also E^T-U, 
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80 erhält mau, wenn 

dT _ _^H_ _ 

gesetzt und der aus diesen in den p^ linearen Gleichungen sich ergebende 
Werth dieser Grössen durch t, p^, q^ ausgedrückt in den Energievorrath 
E substituirt wird, das bekannte ^ami/tofische System 

jTp, ^ a(E) dg, ^ _ d(El 

dt dq, ' dt dp. 

Aus der Form der Differentialgleichungen (5.) ist unmittelbar er- 
sichtlich, 

dass auch der MuUiplicator des erweiterten Hamiltonschen Systems 
eine Constante ist, und daher der bekannte Jacobische Satz vom letzten 
Multiplicator auch hier seine Gültigkeit behält, 

und ebenso zeigt der Pomonsche Satz für das Differentialgleichungs- 
system (5.), 

dass, wenn 

K.., .;,..., pi'->, P„, ,..-.,') 

und 

worin die Grössen p,, p[, ... die Repräsentanten aller Werthe p,, . . ., p^, 
Pd • • m P'ti9 • * • ^^^ sollen, zwei Integralfunctionen des DifferenluUgleichungS'' 
Systems (5.) sind, der Ausdruck 

y %^ t d(p dtp dq> difß ) 

ebenfalls eine Integralfunction jener Differentialgleichungen darstellt. 

Es mag endlich noch gestattet sein, einen Satz über die Natur der 
Integrale der erweiterten Hamt/Zo^schen Bewegungsgleichungen hinzuzufügen. 

Sei das kinetische Potential H eine algebraische Function von 

I9 Ps9 Ps9 •••? pJ'^^ welche der Gleichung genügen möge 

(6.) H'+r,{t, p., p\, . . ., pC^))Ä^-» + ...+r,(/, p., p\^ . . ., pC^)) = 0, 
worin Ti, r^, ..., r^ rationale Functionen der eingeschlossenen GrÖsaen be- 
deuten, so sind die Ableitungen beliebiger Ordnung von H nach den Coor- 
dinaten und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen bekanntlich 
rationale Functionen eben dieser Grössen und von H selbst, und es können 
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somit die Gleichungen (1.) in die Form gesetzt werden: 



Ä/ä IT _ •» •»' •»' •1(2»'— 1) •1(2»'— lA n 

1q Vv -"9 Pn "'7 Pm> rM "M Pfi9 •'•1 ri y '"1 Pßt y -' Fp^K-i? 

"2p ('^ "> Pll •••? /^/i^ Pll •••? PfiJ 



(7.) 



•••7 Fl ? ••• 



»(2»'-2)\ _ 



1 ^A* 



) ~" Pp2r~2 7 



r—ieKh "9 Pi» •••7 P/ij Pu "M P/ij "M ri 7 •••» Pm y — rpy+i? 
^ye Cv "9 Pn ""1 Pfi9 Pn '"^ Pßjt9 •"! Pi 7 "•? P/M ^ ~ Pe"' 

(für (» = 1, 2, ..., /<) 

worin Ä,^, Äjp, ..., Ry^ rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, von denen die erste in den Grössen pP*'"^\ ..., p^f^*'~'^\ die zweite 
in pl^»'-'^, ..., p^^-''\ ... die vorletzte in p[''^'\ ..., pjr"^'^ linear ist. Die 
f^limination der fi+l Grössen p^"^ und H zwischen den a +2 Gleichungen: 
^6.), den ju Gleichungen: 

^rpC* "9 Pll • • '^ Pfi9 P\y • • M Pa*^ ' ' "i P\ t • * '^ Pi* J ^ Pqv 

nud der Gleichung 

(8.) JE = B—2:fP^P^2y-l-^^P^P^2y-2 ^9 P^""'^^ Per+^^^^Pl""^ P^^ 

liefert für (£) die algebraische Gleichung 



C9.) 






w-orin ti, r2, ..., r^ rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und der einer bestimmten Lösung H^ der algebraischen Gleichung 
(6-) entsprechende Werth von (Ej) ist dadurch bestimmt, dass der Energie- 
vorrath eindeutig vom kinetischen Potential abhängt. Sei nun die Glei- 
chniig (9.) irreductibel mit Adjungirung der Grössen /, p^, p^, ..., p^'"'^^ 
P<rt»-— 1, . . ., Payy und werde angenommen, dass das erweiterte Hamilton^che 
SyBtem von 2juv Differentialgleichungen 



(loo 



dt dp^ ' 

dt ■" öp,v. 



dp s2y-2 _ d(EJ 
dt "■ dp' ' 



• . • 



t^pl"-'^ a(E.) 



di" öpj'-') ' 

dp. ^ d(EJ 
■' d/ dp,iy-i 



^^^ algebraisches Integral 
eil.) cüi(f, p^, p; 

"^itzt, worin « eine willkürliche Constante bedeutet, und co^ die Lösung 



P/ ^ Po2y-l 7 • • M Pav) — ^ 
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einer mit Adjungirang von (£,), t, p^, p\, ..., p^/"'^, Paa^-M •••? Vor^ irre- 
dnctiblen Gleichung 



(12.) { 



Cü-+A((ß|), t, p„ ..., pr^ Pa2.-.n ..., PaKK"' + - 



sein mag, in welcher /*!, ..., /*„, rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen darstellen. 

Da nach der Definition einer Integralfunction vermöge (10.) die 
Gleichung 



(13.) 



dt r dp: dp„^_, T 'dp'. dp.„_, '" r'dpi/-^^ dp„ 

M dw, d(E,) ^ dta, d(E,) ,^do,, ö(£.) _^ 



identisch befriedigt sein muss, die partiellen Diflferentialquotienten von (E,) 
aber wieder nach Gleichung (9.) sich rational durch (E^) und die anderen 
in den Coefficienten dieser Gleichung vorkommenden Grössen ausdrücken 
lassen, und somit auch die partiellen Differentialquotienten von lo^ nach 
(12.) rationale Functionen von 

sein werden, so wird (13.) in eine der Gleichung (12.) gleichartige Glei- 
chung in CO übergehen, welche ebenfalls durch coi befriedigt wird, und so- 
mit aus der Irreductibilität von (12.) folgen, dass alle Lösungen dieser 
letzteren auch der Gleichung (13.) genügen, somit auch Integralfunctionen 
des Differentialgleichungssystems (10.) sein werden. Daraus folgt aber, 
dass, weil dann 

dctfj dw^ dwm 

IT' ~dr' ' • •' "dT 

mit Benutzung der Differentialgleichungen (10.) identisch verschwinden 
müssen, entweder /i, /j, ..., f^ selbst Integralfunctionen des Systems sein 
werden oder m = 1 ist, und wir finden somit, dciss eine algebraische Integral- 
funclion des Diff'erentialgleichungssystems (10.) entweder selbst rational aus 
(El), t, p^, . . ., pi'"^^^ Pa2K-n •••? Pay zfisammengesetzt ist, oder eine alge- 
braische Zusammensetzung solcher rationaler Integralfunctionen bildet. 

Ersetzt man nunmehr in diesen rationalen Integralfunctionen die 
Grössen p^a„-i, ^^,2^-2? ..«, P^k+i? Pq^ durch die in den Gleichungen (7.) ge- 
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gebenen rationalen Functionen, in denen H^ für H zu substituiren ist, so 
geht (El) in E^ über, welches wiederum rational durch Äi, t und 
Po 9 p'ny • • •? pT'^^ ausdrückbar ist, und es ergiebt sich somit das nach- 
folgende Theorem: 

ht das kinetische Potential eine algebraische Function der Zeit, der 
Coordinaten und deren nach der Zeit genommenen Abteilungen bis zur vlen 
Ordnung hin, und besitzt das erweiterte Hamiltonsche Differentialgleichungs- 
system eine algebraische Integralfunction, so ist dieselbe entweder selbst eine 
rationale Function des kinetischen Potentials, der Zeit, der Coordinaten und 
deren nach der Zeit genommenen Ableitungen bis zur (2v—l) ten Ordnung hin 
oder eine algebraische Zusammensetzung solcher rationalen Integralfunctionen. 
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Zur Theorie der Zweitheilung elliptischer Functionen, 

(Von Herrn B. Igel in Wien.) 



Vorliegende Arbeit hat die Zweitheilung einiger Transformirten der 
elliptisclien Functionen, die Herr Hermile gefanden hat, zum Gegenstande. 
Es handelt sich darum, die vier Werthe der Zweitheilung rational durch die 
elliptischen Functionen darzustellen. Einen Werth hat schon Herr Hermile 
angegeben, einen zweiten erhält man aus diesem durch eine leichte Ueber- 
legung, hingegen sind die anderen Werthe nicht so leicht zu finden und 
nur durch Zuhlllfenahme der linearen algebraischen Transformationsformeln 
von Abel zu eruiren. Da diese von Abel bloss aufgestellt, aber nirgends 
bewiesen worden und da in der Anleitung zu einem Beweise derselben in 
dem Buche „Elliptische Functionen" von Enneper (zweite Auflage, heraus- 
gegeben von Felix Müller pag. 348) die Formeln nicht fehlerfrei sind, so 
reproducire ich, bevor ich von den Formeln Gebrauch mache, in § 3 den 
Beweis EnnerperB. 

§1. 

Herr Hermile*') hat darch Combination der zwei quadratischen Trans- 
formationen 

'«, (1+A')m\ /«, (l+Ar)Mr 

-k 






eine Transformation hergestellt, die durch folgende Formel gegeben ist: 

^ ■' \> ^ Vl + l'^Ä/J cn{u)dn(ti) \—ktn\u) 



u 



Durch die Substitution -^ an Stelle von u und mit Berücksichtigung der 



*) Lioumlle J. (2) IX. 145—158. 
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Formel 

r9\ ^(ti) l + ksn^u _ 1 1— fc^w'(2ti) - cn (2fi) dn (2m) 

^"^•^ ciiCM)dfi(u) 1-Ä«n'u "" (l-Ä)" sn(2u) 

erhält Herr Hermite die Formel 

/3>l ^„raiÄ^i n-I^Vl - . l-ksn\n)-cn{u)dn{ n) 

Darin ist ein so wichtiges Princip implicite aasgesprochen, dass es der Mtthe 
werth erscheint, dasselbe zu erörtern. Wenn eine Transformation durch 
die Formel 

(4.) m{^, i) = F{m(u), cn(u), dn(u)) 

gegeben ist, so ist im allgemeinen nicht 

Die Zweitheilung ist vielmehr, wie bekannt, durch die vier Werthe 




»1=1/ —. ;- , »2 = 







i+^'C^'O J^-'<-w^^) 



«Pj = I / — — r- , »4 = 



^+'<-w' ') ' F i-'"'(ie-' 



gegeben. Damit die Formel (5.) bestehe, muss die Relation bestehen: 

(6.) F{m{u\ cn(u\ dn(u)) = \p{8n{2u\ cn{2u\ dn(2u)). 

Die Transformationen, bei denen dies der Fall ist und die, wie wir sehen 
werden, eine unendliche Klasse bilden, haben eine merkwürdige Eigenschaft. 
Bekanntlich ist in der Jaco6Jschen Transformationstheorie eine der funda- 
mentalsten Formeln die folgende: 




(7.) 1/- /^-H>n(u)), 

welche besagt, dass der Aasdrack 
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ein vollständiges Quadrat sei. Die in Rede stehenden Transformationen 
haben noch die Eigenschaft, dass die vier Ausdrücke 

(8.) ^±<jr± 

l±d»(^, X) 

vollständige Quadrate sind. So ist bekanntlich ein Werth der Zweitheilung 
der (iratM^schen Transformirten 



(9.) 



sn 



r a+k) ^ 2fk y 



l 2 



l+ki 



l + dn[(l+k)u, ^] 
_ 1 +ksn^(u) — cn(u)dn(u) 



= (O 



Durch die Bemerkung, dass 



ist, ergeben sich aus (9.) die Formeln 

2 _ 1 +ksn^ (u) + cn (u) dn (n) 
^^ ~ ■ '2ksn\u) ' 



(10.) 



2 _ l+ksn"" ( u) 4- cn (ü) dn (u) 
2 _ l+ksn^(u) — cn(u)dn(u) 



2ksn\u) 

Die Zweitheilang der Landen%chen Transformirten ist 

(,i±.; «»L 2 «' 1+*' J ~ l+dn(«';i) ~ dn(»/)±[l-(l-*')«»'(w)] 

Dagegen ist bei der Hermileachen Transformirten, da 



(l'-ksn^ (u))cn(u) dn(u) 



ist. 



«-^ ^ ^ Vl + /Ä/ J (1— A'*n\M))cyi(M)dw(M) 



(12.) 



I 



«Ti 



_ 1 / (l-ksn\u))cn(u)dn(u)-cn\u)dn\u)-(l + ^ky(l + k)sn\u) 
(l'-ksn\u))cn(u)dn(u) + cn\u)dn\u) + (l-fky(l+k)8n\u) 



= « 



. l—ksn^(u) — cn(u)dn(u) 



(il-]^kysn(u) 
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SO dass wir die Formel erhalten 

(l-i«»'(tt))cii(B)dn(u)-cii'(«)dn'(ii)-(l+V'*)'(l+i)«n»(«) 



(13.) 



(l-ft»n'(u))c«(tt)dii(«)+c»'(«)dn»(u)+(l-l^)'(l+i)««'(u) 

_ r. l-ktn*(u)—cn(u)dn(u) V 

~ L* (1— /*)»«i(u) J 



§2. 

Bevor ich weiter gehe, will ich die letzte Formel, die nicht evident 
ist, durch Rechnung verificiren. Es ist 

^ ''' ' * (l-*«i'(M))*c«'(u)dn'(«)-[cn»(«)dn»(«)+(l-l^*)*(l+*)«»'(H)]' 

Da nnn 

(l-km\u)y-cn\u)dn\u) = (l-kf8n\u) = (1+ )/*)*( l-)/Äy»»Xti) 

ist, so kann man die Formel (14.) wie folgt schreiben: 

^5^ „v^fl+>'*V| [(l->^)-2(l+*)]<'«'(««)c«'(u)d>i'(«)-(l+y*)'(l+i)W(») | 
^ ■'^ ' * \l_|//k>'([(l_|/*)»_2(l+*)]«n'(«)cn'(«)dn'(u)-(l— ]/*)'(14-*)'»n*(tt)) 

und man sieht sofort, dass sie sich auf die folgende redncirt 

^ß^ .«»»' - n+y^ V) -w'(«)cn'(«)d«'(«)-(i+*)'«>»'(«) t _ ClMV. 

(,xo.; »,»2 - y ^_^-j j _,„.(„) c„»(«)d«»-(l +*)»,„'(«) ( - Vi_y'jk; 

Jetzt ist es leicht, die Formel (13.) zu verificiren, denn multiplicirt man 
Zähler und Nenner mit dem Ausdrucke 

(l-Ä»«X«))cn(«)rf«(«)-(l-l^)'(H-A)«»Xa), 
so wird der Nenner nach dem eben Gezeigten 

= -(1- }/ky8n\u)\cn\u) dn^ («) + (1+ kym^ (u)\ . 
Soll also (13.) richtig sein, so muss die Identität bestehen 
\{\-ksn\tt)y-en\u)dn\u)+2{\-km\ti))cn(u)dn(tt)\ 

X |c«'(«)rf«X«)+ (1+ *)'»«'(«)I 
= \{\-km\u))m(u)dn{u)-cn\u)dn\u)-0.+ik)\Hk)sn\u)\ 

><\{l-km\»))cn{u)dn(u)-cn\u)dn\u)-{l-}llt)\\+k)im\tt)\. 

Diese Identität besteht aber in der That, wie man sich leicht überzeugt, 
wenn man von der Formel 

{l-k8n\u)y = (X-kysH\tt)-\-cn\u)dH\ti) 
Gebrauch macht. 
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Auf diesem Wege gelangen wir anch zu dem rationalen Werthe 
von iTj. 

Da nämlich der erste Werth tr^ sich folgendermaassen schreiben lässt 

. l^ksn\u)'-cn(u)dn(u) 






(1-Vä)'»«(m) 
— Y l + T^* \ ( l-ksn\u)-cn(u)dn(u) ) 

da ferner 

fk 

ist, so mnss tP2 die Form haben 

Da aber 

F{sn(u), c»(ii), rfii(fi)).i ^kysi^i)-^ = ^ 

sein soll, so muss 

(17.) F(«»(m), c»(ti), rfii(fi)) = -I (itrik >;i(u) 

sein, wir erhalten daher die Formel 
ns') ^2 ' \i+\'kJ ^ ^ r . i-A»ti'(ii)+cri(«)d«oo Y 

Durch die Combination folgender Paare quadratischer Transformationen 

'«, (1— ä')m\ /«, (1+A)««' 



(«, (14-A')«\ /«, (1- 

y«, (l-*')«\ /«, (1- 
\*» TITA' / \*^ T 
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erhalten wir die der Hermiteachen ähnlichen Formeln 



^r (l-T^) ' „. ( l+l/k Vi _ ■ l-k$n\u)-cn(u)dn(iu) 



(19.) 



r(i±iVky^. flnMiy] ^ . l+k,n\u)-cn(u)dn(u) 



«» 



r q-tf/*)' ^. n+ifk V-l ^ . l+ksn\u)-cn(u)dn(u) 
L 2 'Vl-ij/ft/J (l+iy'iyinC«) 



Es lässt sich nun leicht wie ohen verificiren, dass die AasdrUcke rechts die 
entsprechenden itj sind ond dass die bezüglichen trj die Form haben 



(20.) 



_ ^ l-kin\u)i-cn(u)dn(u) 

(l+V*)',n(B) 
_^ . l-\-k8n^(u)-\-cn(u)dn(u) 



tr^ 



IT., = — I ■ ^^-^- ^— ^ ^^-^ • 

(l + i^kysn^u) 



Wir wollen nun auch die Werthe w^ und w?* der in Rede stehenden Func- 
tionen ermitteln. Dazu brauchen wir die linearen algebraischen Transfor- 
mationsformeln von Abel, für welche wir, da sie Abel nicht bewiesen hat, 
im nächsten Paragraphen den Beweis Enneper» in etwas anderer Form 
geben wollen. 

§3. 

In drei Abhandlungen kommt Abel auf die Lösung der Differential- 
gleichung 

dy dx 



(21.) -== 

y(l-y')(l-/'i,') 

durch die Substitution 



ilff(l-«')(l-*V) 



(22.) 



^ a-\'ßx 



UDd giebt ohne Ableitung und nur mit dem Bemerken, dass sie leicht ein- 
zusehen seien, folgende sechs Lösungen: 



(II.) 



/ = ±Y, y = ±kx, y = ± — , -j^ = ±k, 
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(III.) 



(IV.) 



/=> 



/ = 






y = ± 



y = 



<v-) '=±mi >= 



(VI.) 



/= 



+ (l±}ßX 



fkJ^ 



y = 



l_|/fc * \ — ^k.x ' 

1--^ l-'r'fk.x 
1 + 1^ " \-fk.a> ' 

l-ifk ' l-ifk.a; ' 

l-iy^ l+ijk.x 
l+i-ß ' \-iik.x ' 



2Jlf=±t(l+yÄ)*, 

2M =- ±i(l-\-%ik)\ 
2M == ±i(l-i}fk)\ 



Um dieselben zn beweisen, bemerke man, dass das Differential anf der 
linken Seite von (21.) durch die Substitution (22.) sich wie folgt trans- 
formirt: 

dy \ dx 



(23.) 



y(l-y')(l-/'y') Ä iF(x) ' 

1 a'ß-aßf 

M ~ 



)/(o"-o')(o"-/'o') ' 

Setzt man F(aj) = (1— aj^)(l— Ä^a:^), so erhält mau dadurch, dass die Gleich- 
Setzung gleich hoher Potenzen auf mancherlei Art geschehen kann, mehrere 
Gleichungssysteme und somit mehrere Lösungen des Problems. Das ein- 
fachste System ist 

a'ß'-aß = 0, a'(f-Pttß = 0, 



(24.) 



r-ß' 



ß'*-l*ß* 



^'2 » 






Aus den ersten zwei Gleichungen folgt mit Berücksichtigung der Un- 
gleichung 

aß' -aß + 0, 

dass 

a = /?' = 0, oder «' = /? = 

sein muss. Für diese heiden Fälle ergiebt sich aus den letzten Glei- 
chungen (24.) 

1 



(25.) 



t = +k, y = +x, 



M 
1 



= ±1, 



= +*. 



U - 
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Man kann aber an Stelle der letzten zwei Gleichungen (24.) folgende an- 
nehmen: 

welche den entsprechenden Fällen gemäss resp. die Formen 

erhalten. Diese Gleichungen liefern aasser den Lösungen (25.) noch die 
folgenden : 



(27.) 



(28.) 



= +1. 



Die Formeln (25.) und (28.) zusammen geben nun die Lösungen I und IL 
Wir können die Gleichungen auch in folgender Weise aufstellen: 



^^-^+4^=0, 4^+4f^=o, 



(29.-) 



a' + tt a'-\-la 



o — « ■ a'—la 

Die ersten zwei lassen sich anf die Form bringen 



(30.) 






= -1, 



aas welchen die Gleich ang entsteht 

[(4)-0[(v)-'] 



(31.) 



[(^)-i][(fy-''] 



= 1, 



ß 



die offenbar nur durch die Lösungen — = ± -^ befriedigt werden kann. 
Dass das obere Zeichen zu verwerfen ist, sieht man sofort ans den Glei- 
chnngen (30.), welche flir — = — -^ in eine und dieselbe Gleichung über- 

*) Nicht i-TT ^i® "^^i Enneper. 
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gehen, nämlich in 

(4-i)(4+')+(4+i)(4-') 



/? 



=''(4^-i)V+(4+0l-[(4-+i)-(4-0]' = 0, 



d. h. in 

(32.) 



(33.) 



Die zwei letzten Gleichungen in (29.) ergeben nun 

(0=**. (i)'=±*. 4=±''i^- 

Durch Combination dieser Gleichungen erhält man die Gleichung 

= [(li4)V|][(^)V|] 



(34.) 



= [( 



Je nachdem die Oleichansen 






oder 






a a 

verwendet werden, erhält man die Lösungen 



(35.) 



a = l + ]'±k, 



ß = ±(l + ^±k)y±k, ß = ±(1 + }^)/±*, 

ß' = +(l±y±*), 



a'= l + V'+Ä 

,/5' = +(i±i^±Ä)»^±Ä, ^' = +(i±]^±Ä)y±Ä, 

welche aber beide dasselbe Resaltat liefern, nämlich die Formeln (III.) 
bis (VI.). 



•) Nicht [(-f'-f-)'+*][(-~ii:^)' + y] wie bei Ennepev. 
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Ans dem Gange des Beweises ist ersichtlich, dass die Vertanschnng 
von / mit — / von gar keinem Einflnsse ist, es fuhren daher die Gleichun- 
gen, welche aas (29.) durch diese Vertanschung hervorgehen, zu demselben 
Resultate. 

§4. 

Um auch den dritten und vierten Werth der Zweitheilung zu er- 
mitteln, gehen wir von der dritten Transformation Abek aus, um die Formel 
Hermite^ auf einem anderen Wege zu finden. Es ist nämlich 

wo 



= / 



>- V* dy 



V(l-y')(l-ry') 

ist. Da nun 



ist, so geht die Formel (36.) in folgende über: 

(37.) i-/t ^^Vi-yW ^ } ^ } ^ 1±V*. l+y**"_(«) 



^1 + VkJ 



+^k 

welche man anch wie folst schreiben kann: 



'O' 



--^-snO.'0+cn(u'Odn(u'l) 
(SS) (l + l^<g)' ^ l + \'ktn(u) 

Vl4-l/*/ 



Man kann nan setzen 



j . /T 

*'^^— »«(«'/)+ c«(«7)rf«(«7) = /-(l+l^Ä^fiC«)), 



(l + l'A-) 



^-(tt]!)''"'^"''^ = /(l-l^/r*««) 
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nnd erhält die Gleichungen 

4»)/* fl—^ 



[äf^"("ifS)'*"^"''^]*"^"'^+"''^"''^''"^"'^)+i = 2r, 



[ a+%^ +{^ym(u-l)]sn(u'l)+c»(u'l)dn(u'l)-l = 2r}fksn(u), 



aas welchen die Grleicbung folgt: 



(39.) ^..« = ^'t!^ ;!* . ^^ 



4iV* 



,/I\i 



Vertauscht man in dieser Gleichung « mit 
so erhält man die Gleichung 



" (liü^.< .od * »it (i=g)' 



f f 1-v* \ .- r (1+1^*)' .... ( 1-1^* \* 



(40.) 









_ i(l— /c)<ii(u)-[l-fc^n'(M)-cyi(ti)rfyi(ti) ] 
~ •(l-Ä)Än(w)+[l-Ä*ii*(M)4-c«(M)rfnCM)] 



1+t 



. (1— Ä»n'Cw)-<?'»(")c^«W) 



(l-Ä)Än(M) 



_ . (1— /cs»*(«)+gw(ti)rf«(t<)) 
(1~ä)äiiCiÖ 
_ . l—ksn^(u) — cn(u)dn(u) 



(l-Ä)Än(fi) 

Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit ( /- )i so erhält 

man die HermiteBchQ Formel (3.), d. h. den Werth Wi. Wie man aus die- 
sem den Werth W2 findet, ist oben gezeigt worden. 

Geht man von der vierten Transformation AbeU aus und verfährt 
ganz wie früher, so erhält man die Gleichung 



(41.) ]^8n(u) = 






^« mi 



Vertauscht man in dieser Gleichung « mit 



(i-fky 



9 



m 



i und k mit 
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80 erhält man 



(42.) 



{im.4^^-., mj] 



.. (1 -*) 



I''* 



sn(u)—(l—ksn*(u)—cn(u)dn(u)) 



i ^\*^ sn(u)+{l-ksn\u)+cn(u)dniuy) 

n 

1 l'-ksn^(ü) — cn(u)dn(u) 

T"*"* (1— Ä)*fi(ti) 



Um nun entscheiden zu können, welcher der vier Werthe der vorliegenden 
Function durch (42.) dargestellt wird, bemerke man Folgendes. Die lineare 
Transformationsformel 

8n(^ku, r) = k8n(u) 

ergiebt, wenn man in ihr «mit - — ~—u% und h mit ( \- \ vertauscht, 
die Gleichung 



(43, ..[1^±!^., (i=^)-] = (i±|)-.,[. 



(i-y*)* 



- (i^)']' 



2 ""^ M-|/Ä 

mittelst welcher man die Werthe tri ^nd tr^ der links stehenden Function 
aus den entsprechenden Werthen der rechts stehenden Function und um- 
gekehrt ableiten kann. Die so gefundenen Werthe, welche mit den in § 1 
angegebenen übereinstimmen, sind aber, wie man sich leicht überzeugt, von 
dem in (42.) verschieden; es muss also dieser u>^ oder %d^ sein. 
Man findet für die Functionen 



(A.) 



Hn 



[ 



{\-fky 

2 



- (^!)'] «-^ -{^--. (^)-] 



resp. die Formeln 



(44.) 



W?3 






1 , . 1— &«ii'(m)— cw(u)d[ii(ii) 

T'T« 



{\-k)m{u) 



ksn* (u) + cn (u) dn (w) 



W?4 



"" V l^\fkJ 1 



/C (1-Ä)5«(m) 

1 . \'-'k$n^(ju)-\-cn(u)dn(u) 



(\'-k)sn{u) 



T"^* (i-Ä)*«(u) 
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(45.) 



1 l—ksn*(u)^cn(u)dn(u) 

- ( ^+y^ \ ^ (i-k)sn(u) 

^^ " \1-|/ä/ 1 . l-ksn\n)+cn(u)dn(n ) ' 

k * (l-k)8n(u) 



fr, 



1 . l—ksn\u) + cn(u)dn(u) 

= f ^+y^ ] ^ * (l—k)su(u) 

~~ \i__^/^/ 1 , . l—ksn\u)^cn(fi)dn(u) 



(l-k)sn(u) 



Die Werthe ipi, «^2 der Functionen 

lassen sich auf diesem Wege nar dadurch ableiten, dass man in den ent- 
sprechenden Werthen der obigen Fnnctionen k mit —k vertauscht. Dass 
Wj und (04 auf diese Weise nicht erhalten werden können, sieht man, wenn 
man von der fünften Transformation Abels ausgeht und das obige Ver- 
fahren anwendet. Es ergiebt sich darum die Gleichung 



\ ^(l-ifk 



(46.) 






(1+ifky . (i-ifkv 



2 Vl-f-i)'* 



i\'k ) J 



'^^^^^^sn(n)-{\-ksn\u)-en(u)dn(i,)) 



_ (1 -I- \'k) 



2'(1 +A)_ g„ („) -j-d _ Ai„»(„) + cn (m) d« (m)) 



(1 + 1'A)' 



die, wenn man auf beiden Seiten mit — il ^7^1 multiplicirt, in die fol- 
gende übergeht 



(47.) 1^3 






/LSI 



(1 + 1'*) 



+« 



. \—ksn'{u)—cn(ji)dn(u) 



(1 + A)««(»i) 



2« 



+ 



\—ksn'(ji)-\-CH(u)dn{u') 






(14-1/*)' ' (1 +*)»«(«) 

Aus dieser Formel folgt nun auch, da 



\l-iykJ 



ist. 



•2i 



1 — ksn (u')-\-cn(u)dn(u') 
'kf (l + k)sü(üj 



^ '' Vi— tl'A/ ^ l-ksH'(u)-cn( , 

(1-t-l'Ä)" (l-t-Ä)Än(«) 



') _fl+ifk\ai + N 

u)dn(u) " Vl_ji'Ä/ a-f-i/tf 
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Die sechste Transformation Abek führt endlich auf die Werthe ir3, w^ der 
Function 



und man erhält 



(49.) 



^[Sl=fL„, (J±i|)'] 



_ / l-tj/üg \ —a+iM 
*^* V l + ii/kJ — a+ii 



Bemerkt man, dass die Functionen (A.) die Eigenschaft haben, dass aus 
den vier Werthen einer derselben die entsprechenden Werthe der anderen 
bloss durch Vertauschung des Wurzelzeichens erhalten werden, so erkennt 
man aus den Formeln (47.), (48.), (49.), dass die Functionen (B.) diese 
Eigenschaft nur für w^ und fr2, nicht aber für trs und tr« besitzen. Dieser 
Unterschied in dem Verhalten der Functionen kann in folgender Weise 
schärfer gekennzeichnet werden. Die erwähnte Eigenschaft der Functionen (A.) 
ist in der Formel (43.) begründet; nun besteht zwar auch für die Func- 
tionen (B.) die Gleichung 

allein wir müssen infolge der Formeln (47.) — (49.) schliessen, dass diese 
Gleichung nur für Wi und itj, nicht aber für itj und 1^4 ihre Gültigkeit 
besitze. 

§5- 

Fragen wir nun, zu welcher allgemeinen Klasse von Functionen die 
Hermite^chQn gehören, so giebt uns ein Theorem Jacobi^ (Fundamenta 
nova § 24) darüber Aufschluss. Nach diesem Theoreme ist diese Klasse 
von Functionen durch die besondere BeschaflFenheit ihres Transformations- 
grades charakterisirt. Dieses Theorem lautet mutatis mutandis folgender- 
massen : 

Wenn die Transformationszahl n ein vollständiges Quadrat = m^ ist, 
so hat die Modulargleichung eine Wurzel A = &. 

Ist die Transformationszahl =m^t?, wo f> irgend eine reelle positive 
Zahl ist, so hat die Modulargleichung alle Wurzeln mit der zur Zahl f> 
gehörenden Modulargleichung gemeinschaftlich. 



64 



Jgel, »ur Theorie der Zweitheilung elliptischer Functionen, 



Die Anzahl der Sabstitutionen schliesst auch die Substitutionen ein, 
welche aus Transformationen und Multiplicationen zusammengesetzt sind 
(et substitutiones amplectitur ex transformatione et multiplicatione mixtas). 

Dieses Theorem folgt leicht aus der Betrachtung der Differential- 
gleichungen 

dy dz 



(51.) 



V(l-y'Xl-A'y') 



Mj/(l-a'Xl— *'a') 
mdx 



i y(i— s')(i-*v) y(i— x')(i-*'x') 

Die TransformatioDsformel hat also, wenn der Transformationsgrad die Form 
2'. e hat, die Form 

(52.) »«(:s"' ^) ^ ^(*»(2")) c«(2«), rf«(2«)). 

Es bestehen daher die Gleichungen 



(53.) 






= [5p, (««(«), c»(«), rf» («))]', 



= [?>?(»»(«), <•»(«), </»(»))]', 



etc. 
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Ueber eine Anwendung der Riemannschen Formel 
far die Anzahl der Primzahlen unter einer 

gegebenen Grenze. 

(Von Herrn H, v. Mangoldl in Aachen.) 



In kürzlich erschienenen Abhandlangen haben die Herren Hadamard*) 
und CA.-J. de la Vallee-Poussin**) unabhängig von einander zum ersten Male 
einwandfreie Beweise für zwei wichtige Sätze erbracht, die von anderen Autoren 
zwar schon mehrfach ausgesprochen, aber bisher noch nie bewiesen waren. 

Der erste dieser Sätze besagt, dass die von Rietnann***) mit ^(s) be- 
zeichnete Function keine Nullstelle hat, deren reeller Theil gleich 1 wäre, 
und der zweite, dass der Quotient, welchen man erhält, wenn man die 
Summe der natürlichen Logarithmen aller unter einer gewissen Grenze x 
liegenden Primzahlen durch x selbst dividirt, bei unbegrenzt wachsendem x 
dem Grenzwerth 1 zustrebt. 

Diese Ergebnisse gestatten, aus der bekannten /{tenianiischen Formel 
für die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze noch ein 
zweites ebenfalls schon lange vermuthetes asymptotisches Gesetz der Zahlen- 
theorie abzuleiten, welches durch folgenden Satz seinen Ausdruck findet: 

Die Anzahl aller Pritmahlen unter einer gegebenen Grenze x wird für 
grosse Werthe von x durch den Ausdruck 



*) 1. Sur les zeros de la fonction ^(s) de Riemannj Comptes rendus, 122, 1896, 
p. 1470-1473. 

2. Sur la distribution de zcros de la fonction f(*) et ses consequences arith- 
metiques, Bulletin de la societe mathematique de France, Tome 24, 1896. 

**) Recherches analytiques sur la theorie des nombres premiers, premiere partie, 
Annales de la Societe scientifique de Bruxelles, t. XX, 2* partie, 1896. 

•**) Üeber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse, Monatsber. der 
Berl. Ak. Nov.1859; Ges. math. Werke, l.Aufl. 1876, S. 136— 144; 2. Aufl. 1892, S.145— 153. 
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näherungsweise dargestellt, „und zwar soweit genau, dass der Bruch, welchen 
man erhält, wenn man den Fehler durch die darzustellende Anzahl selbst 
dieidirt, bei unbegrenzt wachsendem x zuletzt unendlich klein wird.^ 

Die Vermuthung, dass die Anzahl aller Primzahlen unter einer ge- 
gebenen Grenze x nahe durch die Function Li(x) ausgedrückt werde, ist schon 
im Jahre 1838 von Dirichlet*) und 1849 von Gauss ausgesprochen worden**). 
Sodann hat Tchebychet) Grenzen angegeben, zwischen denen jene Anzahl sicher 
enthalten bleibt***). Aber das Intervall zwischen diesen Grenzen hatte sich 
bisher nicht weiter verkleinern lassen, als bis auf etwa ein Zehntel der 
unteren Grenze selbstf), so dass man von der Function Li(x\ welche — 
jedenfalls sobald x eine gewisse Constante überschritten hat — zwischen 
jenen Grenzen enthalten bleibt, zwar behaupten konnte, dass sie die Anzahl 
der Primzahlen näherungsweise darstelle, aber Fehler bis zu rund 10 pCt. 
noch nicht auszuschliessen vermochte. Auch Riemann^ Arbeit hatte hieran, 
wegen der Schwierigkeiten, die noch zu überwinden blieben, bisher nichts 
geändert. Im Gegensatz hierzu besagt nun der obige Satz, dass die Genauig- 
keit, mit welcher die Function Li(x) die Anzahl der dem Intervall (2...x) 
angehörenden Primzahlen darstellt, thatsächlich grösser ist, als man bisher 
nachweisen konnte, indem der Fehler, in Procenten jener Anzahl aus- 
gedrückt, bei unbegrenzt wachsendem x zuletzt unendlich klein wird. 

Beim Beweise dieser Behauptung bediene ich mich der gleichen Be- 
zeichnungen wie in einer früheren Arbeitff) und weise auf die aus dieser 
zu entnehmenden Sätze und Formeln durch Angabe der betreflfenden Seiten- 
zahlen oder Nummern hin. 

Wie ich auf Seite 294 hervorgehoben habe, lassen sich alle in 
meiner früheren Arbeit vorkommenden ungleichmässig convergenten unend- 



*) Vgl. G. Lejeune Dirichlet*s Werke, herausgegeben von L, Kronecker, Bd. 1 
zweite Fussnote zu S. 372. 

♦♦) Brief an Enke, Werke Bd. II, S. 444 — 447. 

***) Memoire sur les nombres premiers, Journal de math. T. 17, 1852, p. 389. 

f) Auch die von Sylvester in seiner Abhandlung „On Tchetyche/fa theorem of tho 
totality of the prime numbers comprised within given limits'', American Journal of 
mathematics, Vol. IV, 1881, S. 230—247, angestellten Betrachtungen haben nicht wesent- 
lich weiter geführt. 

ff) Zu Riemanns Abhandlung „lieber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge- 
gebenen Grösse", dieses Journal, Bd. 114, 1895, Seite 255 — 305. 
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liehen Reihen ans einer einzigen derartigen Reihe, nämlich 



durch Mnltiplication mit stetigen Functionen von x und Addition gleich- 
massig convergenter Reihen ableiten. Für den absoluten Werth dieser be- 
sonderen Reihe kann man aber mit Hülfe der von den Herren Hadamard 
und de la Vallee Poussin erhaltenen Ergebnisse eine obere Grenze ge- 
winnen. Giebt man nämlich der Gleichung (58.) S. 294 die Form 

»'=1 Op 

80 erhält man durch Division mit 2x und Umstellung der Glieder 

•k ^ 8iD(g,>te) ^ 1 /^ A{x, 0) \ /(2yr) 1 ^/^ 1 \ 

y=i Oy 2 ^ X J 2x Ax ^ x^ J 



1 -1 * 2cryC08(o^/a;)— sin(ayte) 



und hieraus durch ähnliche Betrachtungen, wie sie Herr de la Vallee Poussin 
waS Seite 61 seiner oben erwähnten Arbeit durchgeführt hat, 



(A.) lim Ix-* i -«'°_(«ri5)_] = 0. 



Nachdem dies festgestellt, gelangt man zum Beweise des ausgesprochenen 
Satzes einfach dadurch, dass man die rechte Seite der mit Riemann^ End- 
ergebniss übereinstimmenden Gleichung (64.) in ihren gleichmässig und ihren 
nngleichmässig convergenten Bestandtheil zerspaltet und bei der Abschätzung 
des letzteren von der Formel (A.) Gebrauch macht. Im Einzelnen ver- 
läuft diese Rechnung ^folgendermassen: Aus (64.) folgt durch leichte Um- 
formungen 

fe 0) = LK-)+fy^^-l2+2lcoKaJx)f 



-i 



_2_. «n^ r(x-'-^)*, 

y=-.l Oy J^ ^ Q -fOy ^ 

oder 

rC, 0) = LKa^)+ f -^^- 12+21 \cos(aJx) f-^-d, 



sin(aylx) 



+ a. 

-i 



j P' + Oj ' ix ^\ Oy 



9 
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und hierans, da 



Q _ _£ g 

p' g* g* 



Q'+al 



a}(9*+al) 



und 






ist, 



>(., 0) = /..•(.) + /-^^ - 



(B.) 



/2 



» 8m(a,te) 



_^M^1— A^ S C08(tt, fa;) / 1 2 4 \ » 8m(g, 

2 = siaCcrte )) 



r=l 



Nun ist aber, wenn F(x) die gleiche Bedeutung hat, wie in Ate- 
maitns Abhandlung, d. h. im allgemeinen der Anzahl aller nicht ausserhalb 
des Intervalls (2...a;) liegenden Primzahlen gleichkommt, falls aber x selbst 
eine Primzahl ist, um ^ kleiner ist, zunächst 

f{x, 0) = F(a:)+lF(x*)+|F(x*)+..., 

folglich 

f(x^, 0) = F(ir+)+iF(x*)+|F(x*)+..., 

also 

fQt, 0)^f(x\ 0) = F(a:)-^F(a:*) + iF(x*)-iF(xi)+..., 

folglich 

/(x, 0)--r{x\ 0) < F(x), 

oder 



oder 

wo 
ist 



fix, 0)-F{x) < f{xK 0) < xi, 
fix, 0) = F(a:) + ,9xi, 







o. Man goldig über eine Anwendung einer Riemannschen Formel. 
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Ferner ergiebt sich, wenn man bedenkt, dass die erste Coordinate 
von a, grösser als 12, die zweite dagegen, falls sie überhaupt von Nnll 
verschieden, <C^ ist. 



(•*+«; 



< 1, 



also 



oder 









sobald x ;> 4 ist, and 



<»« ^4 ^— I 



./' /^-/P < / ^'^-"^ 



4 (x 



sobald /oT > 2, d. h. a? > e^ ist. 

Endlich ist, ebenfalls anter der Voraassetzang, dass x :> e' sei 

dy ^ ^_ r ^ dy ^ 1_ T ^ = -- 



? 



/•* 1_ 

J v'—\ 



y^y 



Man erhält daher aus Gleichung (B.), wenn man x> ^ nimmt und durch 
d, S^ ^ ö^,, ^21 öj, Ö2, . . ., öl, Ö2, ... solche reelle oder imaginäre Zahlen be- 
zeichnet, von denen nichts weiter bekannt zu sein braucht, als dass ihre 
absoluten Werthe kleiner als 1 sind, 



(CO 



*' 



F{x)-U{x) = -da;*+^-/2 



2a; 



xi Jq^ « cos(a„/a?) ^ » sin(a^te) ^ « sin(a, 

IX \ y=.\ Oy y^l Oy y=l O y 

** « I dyCOs(aylx) dl,siu(aylx) j 
'^ Ix yti \" ~~ai "" 2^1 i ' 



Ix) 



Nan ist aber, wie aus den von Tchebychev gewonnenen Ergebnissen leicht 
abgeleitet werden kann, für jedes oberhalb einer gewissen Grenze liegende x 

1 ^ 
"2 Ix ' 

folglich 



F(x) 



F( x)—Li( x) 
F(x) ~ 



2lx 



X 



\F(x)-LKx)\ 
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und unter Berücksichtigung der Gleichung (C): 



F(x) 



2te jte 2/2/« ^1 _j » sin(a,./aj) 

X^ X^ X y—i Or 

aj-*cos(ay/x) 



^=1 



oj 






aj-isin(av/a?) 



woraus unter Benutzung der Gleichung (A.) und der Ergebnisse der Herren 
Hadamard und de la Vallee Poussin sofort 

lim mg^i = 

F(x) 



a?=x 



folgt, was zu beweisen war*). 



*) Auf anderem Wege ist Herr de la Vallec Poussin schon früher zu dem gleichen 
Ergebniss gelangt. Nachdem ich ihm die vorstehenden Entwickelungen brieflich mit- 
getheilt hatte, schrieb er mir: 

„. . . II y a dejä longtemps que j'ai remarque que Ton peut ecrire, en designant 
par i une quantite qui tend vers zero pour x infini, 

(1.) ^'w = (i+o-^-, 

car ce thcorcme est une conscquence immediate de la relation * 

(2.) £lp = (! + «)«• 

On conclut de (2.) que Ton peut aussi ecrire 

(3.) Slp = (1+0^, 

la somme s'etendaut aux valeurs de p: 

qui sont en nombre F(x)—Fi—-\ Or, pour ces valeurs de p, on a 

Ip = Ix — Ö//a?, (0 <: ö <:; 1) 

et Tequation (3.) peut se mettre sous la forme 

(/a;-0//a:).[fC^)-F(^^)] = (1 + *K 

(4.) ^(-)-<^) = (l + Oli=^.- 

Cette formule (4.) revient ä la formule (!•)•" 

Dies Ergebniss stimmt aber mit dem des Textes überein. Denn für grosse 

X 

Werthe von x sind die Werthe der Ausdrücke — und Li(x) nur um Grössen niedrigerer 

IX 



V. Mangoldt, über eine Anwendung einer Riemannschen Formel, 71 

Durch ähnliche Ueberlegungen wie im Vorangehenden lassen sich 
auch bei mehreren der von Herrn Merlens angegebenen asymptotischen Ge- 
setze*) die Fehler enger begrenzen, als es bisher möglich war. Beispiels- 
weise ist nach Herrn Mertens**)^ wenn q alle Primzahlen von 2 bis zu 
einer gewissen Grenze G durchläuft, 

ii- = llG+E^H+d, 

2 q 

WO E und H Constante bedeuten und 

1^1 < l(G+l) + GIG 

ist, Während unter Heranziehung der neu gewonnenen HUlfsmittel gezeigt 
werden kann, dass 

lim |J/(G+1)| = 0, 

also nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven Constanten 
€ für alle G oberhalb einer gewissen Grenze 



l(G+l) 

sein mnss. 



Ordnung von einander verschieden, wie man mit Hülfe der Zerlegung 



^<« = u[^]+ /'f 



leicht nachweisen kann. 

Während der Beweis des Herrn de la Vallie Poussin sich durch grössere Kürze 
auszeichnet, dürften die Betrachtungen des Textes bei etwaigen Versuchen zur Bestim- 

mang der Ordnung, von welcher der Quotient — ^ sv^-v"— unendlich klein wird, viel- 
leicht den Vorzug verdienen. 

•) Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, dieses Journal Bd. 77, 
S. 289—338; Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, ebenda Bd. 78, S. 46—62. 

*♦) a. a. 0. Bd. 78, S. 52, Formel (13.). 



■ir 



Ueber die neun Schnittpunkte zweier ebenen Curver 

dritter Ordnung. 

(Von Herrn F. Schotiky in Marburg.) 



iJs giebt einige Gruppen von Punkten, deren Betrachtung für die 
Geometrie der Ebene oder des Raumes, aber auch fUr das VerstSndniss dei 
zwischen den Thetafunctionen bestehenden Relationen von Wichtigkeit ist 
Eine solche Gruppe bilden die Durchschnittspunkte zweier ebenen Curvec 
dritter Ordnung, eine andere die acht Schnittpunkte zweier Flächen zweiter 
Grades. Von nicht geringerem Interesse sind vielleicht die Lagenbeziehungec 
zwischen den zehn Doppelpunkten, die eine ebene Curve sechsten Gradei 
haben kann, sowie die zwischen den zehn Knotenpunkten einer Fläch» 
vierten Grades. Eine Fläche vierten Grades kann zwar sechzehn Doppeli 
punkte besitzen; aber doch nur zehn, wenn sieben davon eine von ein 
ander unabhängige Lage haben. — Analytisch erscheint mir in allen vies 
Fällen als wesentlich die Aufstellung der multiplicativen Beziehungeir 
die zwischen bestimmten, aus den Coordinaten der einzelnen Punkte gesi 
bildeten Determinanten-Ausdrucken bestehen. 

Für das erstgenannte Problem, auf das ich mich hier beschränke 
kommen drei solche Determinanten in Betracht: nämlich die lineare f^y 
deren Verschwinden ausdrückt, dass die drei Punkte a, ß^ y in geradei 
Linie liegen; ferner die quadratische g^^^^ welche Null wird, wenn die 
I sechs von a, ß, y verschiedenen Punkte auf einem Kegelschnitt liegen 

I endlich die kubische h^ß, welche, gleich gesetzt, die Bedingung darstellt 

3 dass eine Curve dritten Grades existirt, die durch alle acht von ß ver 

schiedenen Punkte hindurchgeht, in a aber einen Doppelpunkt besitzt 

§1. 
Es seien 
rj Ä'(^. y, «) = ^1 ^"(^. y^ ä) = 

\ die Gleichungen zweier ebenen Curven dritten Grades, die sich in neui 
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Punkten schneiden. Die Coordinaten dieser neun Punkte seien: 

(ai, 61, Ci), (02, 621 C2), . . ., (oo, 69, Gj). 

Denken wir uns eine Function dritten Grades mit unbestimmten Coefficienten : 
B(x, y, a). Wenn wir die neun Bedingungen stellen: 

fl(a„, 6«, O = 0, (a=1.2 9) 

80 sind dies neun lineare homogene Gleichungen zwischen den Coef&cienten 
von H. Sollen diesen zwei verschiedene Functionen fl' und H" genügen, 
80 muss eine der neun Gleichungen eine Folge der übrigen sein. Mit an- 
deren Worten, es muss eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten 
bestehen 



(1-) 







£ hH(a,, K, O = 0, 



a=l 



der jede kubische Function H{x, y, z) genügt, wie auch ihre Coefficienten 
gewählt sein mögen. 

Wir führen ein: 



(2.) 



a« 6« c« 



^ß ^ß ^>5i == faßr, 



a. 



wo a^ ßy y irgend drei der Zahlen 1, 2, . .., 9 sind. — Ferner stellen wir 
die Determinante auf: 

lKfivl*qa I xqv I vfia 
fXfdv fl^a fhjv fifia 

WO X, ky fi, V, p, a die sechs von «, ß^ y verschiedenen Zahlen der Reihe 
1, 2, . . ., 9 bedeuten. Es ist dies diejenige ganze Function der Coordinaten, 
welche verschwindet, wenn die entsprechenden sechs Punkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. An sich ist sie alternirend in Bezug auf die sechs 
Indices x^ A, ..., a. Wir behaften sie aber mit dem Vorzeichen « der 
Permutation aßyxXfiv^o^ welches +1 ist oder —1, je nachdem diese 
Reihe aus der Reihe 1, 2, ,.,, 9 durch eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Vertauschungen hervorgeht. Wir können sie dann mit g„,sr bezeichnen: 

\ xiAv I x()a fx qv fxfto 
f?.uvf)oa [Iqv fXua 

wo sich g^ßj. ebenso wie /"«^^ verhält. 
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(3.) 



= f9aßr> 
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Nennen wir F(x, y, ») diejenige lineare Function von (x, y, »), die 
aus faßy entspringt, indem man a^, b^^ c^ durch die Veränderlichen x, y, 9 
ersetzt, und ebenso G(xy y, z) diejenige quadratische, die aus der Deter- 
minante Bg^ßy. hervorgeht, wenn a^, 6,, c, durch x, y, z ersetzt werden, so 
ist F.G^H eine kubische Function von x^ y, a, und es sind a, x die 
beiden einzigen der neun Punkte, in denen H nicht verschwindet. Die 
Gleichung (1.) reducirt sich daher auf 



laF(a^, *a, Ca)G(a^y 6«, 0+/^F(a,, 6,, cJ)G(a^, 6,, O = 0, 



oder: 



wo e das Vorzeichen der Permutation aßyxXfivQO bedeutet, c' dagegen 
das von xßyaXfivQO. Da nun die eine aus der anderen entspringt durch 
Vertauschung zweier Elemente, so ist c' = — 6 und demnach: 



9aßr _ 



9^ßr 



Uß^rfaßr ^»hhUßr 

Diese Gleichung zeigt, dass der Ausdruck auf der linken Seite vollständig 
unabhängig ist von der Vertauschung der Indices. Wir bezeichnen den 
gemeinsamen Werth aller dieser Quotienten mit tp und erhalten so: 

(4-) 9aßr = VUßlyfaßr- 



§2. 

Vermöge der letzten Formel transformiren wir die Gleichung (3.) 
im vorigen Paragraphen. Wir drücken in der oberen Reihe der Determinante 
jedes f durch das entsprechende g aus, und umgekehrt das g auf der rechten 
Seite durch das entsprechende f. Auf diese Weise entsteht: 



g»iitvgM{ta y»Qy 9*1*0 

fXfivfloa [Xqv dun 



3 'x 



= 9 -rP^faßry 



WO p das Product aller Factoren /j, (2, .... Ä, bedeutet. — Wir setzen jetzt: 

(5.) ^'tP ^ '^'^'' 

Als Function der Coordinaten ist alsdann hx^» gegeben durch folgende 
Gleichung: 



(6.) 



9*i*y9iti>o 9xQr 9x140 
flfAvfXoa flgy/kfio 



= ^faßrh 
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In diesem Ausdrucke von hx^ kommen alle Punkte vor, mit Ausnahme des 
Paoktes x, und da die übrigen Punkte als unabhängig von einander an- 
geseben werden können, so dürfen wir zunächst schliessen, dass die Deter- 
minante auf der linken Seite durch f^ßr ^heilbar ist. hj^ ist dann in Bezug 
aaf den Punkt l von der sechsten, in Bezug auf die von x, l verschiedenen 
Paukte von der dritten Ordnung. Greifen wir irgend einen dieser sieben 
Paukte heraus, etwa u; so wird hi^^ = von der zweiten Ordnung, wenn 
man /* mit l, von der ersten aber, wenn man fi mit y, p, a oder a, ß, y 
zusammenfallen lässt. Demnach ist hi^^ der unzerlegbare Ausdruck, welcher 
verschwindet, wenn eine Curve dritten Grades existirt, die den Punkt l 
zum Doppelpunkt hat und die ausserdem durch alle von x, X verschiedenen 
Punkte der Reihe 1, 2, ..., 9 hindurchgeht. 

Die anfangs erwähnten multiplicativen Beziehungen zwischen den 
Grössen f, g^ h sind enthalten in den Formeln: 



C7.) 



ans denen sich die / leicht eliminiren lassen. Wir wollen sie benutzen, um 
die Coordinaten eines der neun Punkte, etwa x, durch die der acht übrigen 
auszudrücken. 

Der Ausdruck von h^^^ enthält den Punkt x nicht Dasselbe gilt 
voa dem Product 

(8.) CO, = /7(A«,0 

a 

erstreckt über alle von x verschiedenen Indices a. Aus (7.) folgt aber: 
folglich kann man setzen: 



^(o, = y"/x>Vp- 



ferner ist: 



9aßx = (pUßlxfaß^y 

9/1 



hß,, = r-/-p. 



10 
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daher: 

/Q \ 9aß>tha,,thß^u _ faß» 

K^O rz ■" — il" 

Vw» g>^p 

Hier kommt auf der linken Seite der Punkt x gar nicht vor, denn auch 
ffaßx enthalt nur die von a, ß, x verschiedenen Punkte. Rechts dagegen 
steht eine lineare Function von a^, b^, c«. Da es nur darauf ankommt, 
die Verhältnisse von a^, b^, c^ zu bestimmen, so kann man den Factor 



(f^p 

mit den Coordinaten des Punktes x verbinden, oder, was dasselbe ist, man 
kann ihn gleich 1 setzen. So entsteht: 



(10.) 



a, 



^ c. 



Oa *a C« = 9aßnK,^hß,,. 



O^ß h ^ß 



Hiernach ist es leicht, a,, b^, c^ darzustellen als Functionen der 
Coordinaten der übrigen Punkte; und zwar sind es in Bezug auf irgend ein 
Werthsystem a^, 6^, c^ ganze Functionen achten Grades, die in den sieben 
übrigen Punkten von der dritten Ordnung verschwinden. 

Eine andere Darstellung von a„ 6,, c^ ergiebt sich noch einfacher. 
Für eine beliebige kubische Function H(x, y z) ist: 

Wenn wir, wie vorhin 

3 



annehmen, so ist nach (5.): 



q:fp 



(o, 



*a,x 



Man hat daher das Gleichungssystem: 



(11.) 



a "a,K 



ha,> 



durch welches ebenfalls die Verhältnisse von a,, b^^ c, rational bestimmt 
werden. 
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§3. 

Mit der hier behandelten Aufgabe hängt eine andere nahe zusammen: 
Wenn in einer Ebene sieben Punkte und eine gerade Linie gegeben sind, 
diejenigen beiden Punkte der Geraden zu bestimmen, welche die sieben 
gegebenen zu einem vollen Schnittpunktsystem zweier Curven dritter Ord- 
nung ergänzen. — Man könnte die Lösung auf das Gleichungssystem (7.) 
basiren. Statt dessen schlagen wir folgenden Weg ein. 

Wir denken uns drei kubische Functionen JC, Y, Z der unabhängigen 
Veränderlichen ar, y, z gebildet, die in den sieben Punkten verschwinden 
und die Gleichung 

(12.) Xx+Yy+Zz = 

identisch befriedigen. Dass drei solche Functionen existiren, ist bekannt 
und leicht zu sehen. Nimmt man von X, Y, Z zunächst nur an, dass sie 
in den Punkten 1 bis 7 verschwinden, so muss jedenfalls zwischen x, y, z 
und X, y, Z eine bilineare Gleichung bestehen; denn eine bilineare Form 
enthält neun Goefficienten, während nur acht linear unabhängige Functionen 
vierten Grades existiren, die in sieben gegebenen Punkten verschwinden. 
Diese identische Gleichung kann, indem man X^ Y, Z specialisirt, in die 
obige Form (12.) gebracht werden. 

Die drei Functionen X, Y, Z, die rational in x, y, z und den Coor- 
dinaten der sieben Punkte sind, haben eine einfache geometrische Bedeutung. 

Zu jedem Punkte (j?, y, z) gehört ein bestimmter conjugirter Punkt (x, y, »), 
der die Reihe 

(a„ 6i, c,), («2, 62, Ci), . . ., (07, 67, C7), (a?, y, z) 

zu einem vollen Schnittpunktsystem ergänzt. Wenn man alsdann eine Func- 
tion dritten Grades von (|, ?y, ^ bildet, die in den acht Punkten verschwindet, 
so muss sie auch in dein neunten gleich Null sein. Eine solche Function 
ist aber, der angenommenen Identität (12.) zufolge: 

xX(^§, r,, ^+yY<i§, r,, Ö + äZ(|, r,, ^); 

daher muss diese Function auch im Punkte x, y, z verschwinden, und 
ebenso muss 

xX+yY+zZ = 

sein. Demnach sind X, Y, Z die Goefficienten derjenigen geraden Linie, 
die den Punkt x, y, z mit seinem conjugirten verbindet. 
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Diese Linie existirt auch, wenn der Punkt x, y, z mit seinem con- 
jngirten zusammenfällt; sie ist dann zu definiren als Verbindungslinie zweier 
dem Punkte x^ y, z unendlich naher conjugirter Punkte. Soll ein solches 
Zusammentreffen eintreten, so müssen die Determinanten /igg, [2^ 6tc. sämmt- 
lich verschwinden. Dies findet statt, der Gleichung (9.) in § 2 zufolge, 
wenn der achte Punkt (x^ y, z) der Bedingung Agg = genügt, d. h., wenn 
eine Curve dritten Grades existirt, die durch 1, 2, . . ., 7 hindurchgeht und 
in (xy y, z) einen Doppelpunkt hat. Es ist auch leicht zu sehen, dass 
diese Function sechsten Grades Ag^g von (or^ y, z) mit der Functionaldeter- 
minante von X, Y, Z identisch ist. 

Die gerade Linie der Aufgabe sei gegeben als Verbindungslinie 
zweier willkürlich in der Ebene angenommenen Punkte (a?, y^ z) und (x', y\ »'). 
Wir bilden dann die beiden kubischen Functionen von (|, ??, ?): 

Beschränken wir den Punkt (I, ??, ^ auf die Verbindungslinie von (x, y, ») 
und {x\ y\ ä'), indem wir setzen: 

(14.) S = xt'-xt, Tj = yt'-y't, l = zt'-zt, 

so werden H und H^ homogene Functionen dritten Grades von t^ t'. Aus 
der Identität (12.) aber folgt: 

Hi-H't = 0. 

Daher kann man setzen: 

(15.) H = txpil, O, H' = />(«, t'), 

wo jetzt yj eine quadratische Form von t, ( bedeutet. Es giebt zwei 

Werthe von — , die der Gleichung v^ = genügen. Diesen entsprechen 

* . 

zwei Punkte ($, ?y, ^); beide liegen auf der gegebenen Geraden, und in 
beiden ist Ä = 0, H' = 0] folglich sind sie die gesuchten Punkte. 

Die Coefficienten der quadratischen Form yjQ^ t') sind leicht als 
Functionen von (x, y, z) und (x\ y\ z) zu bestimmen. Es sei: 

femer seien {X, F, Z), {X\ Y\ Z') die Werthe der drei Functionen X{^, tj, ^ 
etc. in den beiden Punkten (or, y^ z) und (a?', y\ z). 

Für / = -!, /' = wird ^^ = 0?', Ti = y, S = a'. Daher folgt aus 
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(13.) und (15.): 

A = ~(a?-¥'+yy'+«Z')- 
Ebenso folgt, wenn wir / = 0, /' = 1 annehmen: 

C = xX+y'Y^-z'Z. 
Der mittlere Coefficient B ist so zu bestimmen. Aus der Gleichung 

in der wir x\ y\ js', /' als Constanten ansehen, folgt, dass x^ y, z^ t \x\ yj 
nur in den Verbindungen |, ?/, X> vorkommen und dass deshalb rp der 
linearen Differentialgleichung 

genügt. Setzen wir hier für ip seinen Ausdruck ein und nehmen dann 
1 = 0, /'= 1, so folgt: 

j, / , dC , dC , , dC\ 

Es ist daher, wenn wir jetzt: 

( P = x'X+y'Y+s'Z, 
P' = xX'+yY'+sZ', 



(16.) 



„ , dP , , dP , , dP 



setzen, 

(17.) y;(t, t') = P(ty-Qti'-P't' = 

die quadratische Gleichung, der — genügen mnss, wenn 

§ = xt'-x't, T] = yt'-y't, t = ii'-i'l 

einer der beiden gesuchten Punkte sein soll. Da tf> alternirend ist in Bezug 
auf die beiden Werthsysteme (x, y, a, t) und (x', y', «', /'), so lässt sich der 
mittlere Coefficient Q auch in dieser Form darstellen: 

§4. 

Die Form \p ist eine homogene Function dritten Grades von x, y, ä, / 
einerseits und x, y\ z\ t' andererseits; sie lässt sich aber, wie leicht zu 
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sehen ist, so umgestalten, dass nur die sechs Verbindungen 

xf-x't, yt'-y't, zt'-z't, 

ya'— »y', zx'—xz\ xt/'^-yx' 
der Veränderlichen vorkommen. Die Determinante der Form 

enthält aber nur die drei letzten Grössen 

u = yz—zy\ V =^ zx—xz\ w = xy'—yx\ 

d. h. die Coefficienten der gegebenen Geraden und ist in Bezug auf diese 
eine homogene Function vierten Grades. D(«i, c, ir) = ist die Bedingung 
dafür, dass ux+ey+fDz = eine der singulären Geraden ist, die nicht als 
Verbindungslinie verschiedener conjugirter Punkte aufgefasst werden können. 
Setzen wir für / eine lineare Function von (x^ y, a), und für t' die- 
selbe Function von (x', y\ a'): 

f = px + 5ry + rÄ, V =^px\qy^rrz, 
so wird 

xi—xt = qw—rv, etc., 

und es geht daher rp in eine homogene Function dritten Grades von u, v, w 
über. Dies ist die von Herrn Frobenius in seiner Arbeit „Ueber die Doppel- 
tangenten einer Curve vierter Ordnung" (dieses Journal, Bd. 99, S. 285) 
mit L(x, y) bezeichnete Function (hier müsste geschrieben werden: 
L(u, V, w; p, 9, r)). 

Wählt man speciell für / die lineare Function, welche in zwei 
Grundpunkten a, ß verschwindet: 



t = 



X 


y 


2 




X 


y 


z 


Oa 


K 


Ca 


, /' = 


o« 


ba 


Ca 


a^ 


b, 


Cß 




«^ 


b, 


c^ 



SO wird yj, als abhängig von x^ y, z betrachtet, eine Function dritten Grades, 
die für (a?, y, z) = (x, y\ a') von der dritten Ordnung verschwindet. Ausser- 
dem wird sie in den Punkten a, /?; denn dort wird einerseits /, anderer- 
seits P gleich 0. Sie muss deshalb theilbar sein durch 



= a«w+6«f? + c«tt?, 



«a 


ba 


Ca 


X 


y 


2 


1 

X 


y 


1 
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aod ebenso darch OßU+ößV+CßW. Nennen wir diese Factoren ii« und Uß] 
der ttbrig bleibende Factor muss dann ebenfalls eine lineare Function von 
u^ V, u> sein: 

Wir haben demnach: 

für 



< = 



X 


y 


s 






Oa 


ba 


Ca 


1 


1 


<*ß 


h 


Cß 




1 



X 



a. 



b 
b 



a 



2 



' 9 



aß uß 

Hier sind »^ e, u> unabhängige Grössen, es sind die Coef&cienten einer 
willktlrlichen Geraden. Nimmt man aber zwischen u, e^ w die Gleichung 
l>(ii, c, tt?) = an, wodurch die Gerade zu einer singulären wird, so wird 
tp(t, f) das Quadrat einer linearen Function: 

Daraus folgt, wenn wir 



setzen: 



y^a^ß^aß = 



a 



a *« 






Oß bß Cß 



Mithin ist 



fßrn^^a^an^froJ^ßn^-faßx^i^r^r» = ^ 

eine Gleichung, welche die Beziehung D = in irrationaler Form darstellt. 
Der Zusammenhang zwischen dieser Betrachtung und der Unter- 
suchung, die Herr Frobenius im Anfang der vorhin erwähnten Arbeit durch- 
führt, wird hierdurch vollständig klar; neu ist eigentlich nur die Einführung 
der quadratischen Form .rp(t, t'). 



Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 1. 



11 



82 



Zum Existenzbeweise des Integrals einer linearen 
homogenen Differentialgleichung von Paul Grünther. 

(Von Herrn A. Gutzmer in Halle a. S.) 



Ueber den Beweis für die Existenz des Integrals einer linearen 
homogenen Differentialgleichung, welchen Herr M. Hamburger nach Mit- 
theilungen von Paul Günther kürzlich veröffentlicht hat*), findet sich auch 
in dem handschriftlichen Nachlass des letzteren eine Aufzeichnung, die sich 
inhaltlich mit der Hamburger^chen Darstellung deckt, in einem Punkte je- 
doch über dieselbe hinausgeht; sie enthält nämlich noch eine Andeutung, 
dass der neue Existenzbeweis gestattet, eine Grenze anzugeben, unterhalb 
welcher der durch Abbrechen der Integralreihe begangene Fehler liegt. Ich 
habe diese Andeutung, auf welche Günther Werth legte, ausgeführt und be* 
sonders am Schluss ergänzt, und ich erlaube mir, diesen Zusatz zu dem 
Güntherschen Existenzbeweise, den ich übrigens in meinen Vorlesungen 
bereits mit Vortheil verwendet habe, im Folgenden mitzutheilen. 

Unter Benutzung der von Herrn Hamburger gewählten Bezeichnun- 
gen sei 

(1.) -ä^ = P^^ä^;r^+P^-ä^^+-+Pny 

die gegebene homogene lineare Differentialgleichung; dann lautet die 
Günther^che Hülfsgieichung 

^ '' dt^ ■" 1-/ dr-> "*■ (1—0* dF-^'^""^ (1—0" "' 
wo wir 

t = ^:i^ 

r 

gesetzt haben, und es ist bekannt, dass die Gleichung (2.) in jedem Falle 



*) Dieses Journal, Band 118, S. 351—353. 
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ein Integral besitzt, das sich in eine Potenzreihe von t: 

(3.) u = ^,(0, 

entwickeln lässt, welche convergirt, solange |<| <C 1 ist Daraas wird dann 
gefolgert, dass die Gleichung (1.) ein Integral besitzt, das sich als eine 
.Potenzreihe 

(4.) y = gJ(a:-a?o) 

darstellen lässt, welche für alle der Bedingung ja:— a?o| <C r genügenden 
Werthe von x convergirt 

Wie schon in der HamburgerBchen Mittheilang des OüntherBchen 
Beweises bemerkt ist, lässt sich die Gleichung 

r *(*-!).. .(*-ii+l)+ifir*(«-l)...(*-ii+2) 

die man kurz als die charakteristische Gleichung bezeichnen wird, durch 
geeignete Wahl der Grössen M^ so einrichten, dass sie lauter verschiedene 
Wnrzeln «i, «2? •••, s^ besitzt In diesem Falle lautet das allgemeine In- 
tegral der Hülfsgieichung (2.): 

a=l 

WO die Grössen c^ Constanten darstellen. Wir wollen von einer derartigen 
Umformung der charakteristischen Gleichung Gebrauch machen. Da die 
Grössen M^ endliche Grössen darstellen, so lässt sich stets eine positive 
ganze Zahl M so bestimmen, dass die Ausdrücke 

M, M(n-l), i»f(ii-l)(it-2), . . ., M(n-l)l 

bezw. nicht kleiner sind als 

Ersetzen wir in der HUlfsgleichung (2.) und in der charakteristischen 
Gleichung (5.) diese Grössen durch jene, so geht die letztere in die 
Form über: 

oder 

*(»-l)...(,-«+l)+Jlf(«-l)!(^2l) = ®' 



^ ßützmer, üler ^t§eHEx«$Ün%6iwiet$ wn Faul OünUker. 



' f ,^ 



d.h. 

(«+^)(«-l)(^^2)...(«-ii+l) = 0. 

r ;. •) :;':I>en Watzeln ■ : . - ■ 

dieser Gleichung entspricht als Integral der zugehörigen HUlfsgieichnng 
der Ausdruck: 

Dabei sind zwar die Grössen c^, c,, ..., c. willkürliche Cönstanten, aber 
mit Rticksicht auf die Beziehung, in welcher die Httlfsgleichung (2.) zu 
der ursprünglichen Gleichung (1.) steht, sind sie so zu wählen, dass die 
Anfangswerthe von u für « = positive Grössen werden, welche den An- 
fangswerthen von y fUr x^^x^ dem absoluten Betrage nach mindestens 
gleich sind. 

Mit Hülfe der Binomialentwickelung von (1— /)~^ kann nun der 
Fehler f, leicht abgeschätzt werden, der bei dem Abbrechen der Reihen (3.) 
bezw. (4.) mit dem qrten Gliede, d. h. mit P"^ bezw. (x— a?t))'"^ wo 9^« 
vorausgesetzt ist, begangen wird. Setzt man |<| = t^ so ist: 



.,<c,l(-iy(-^)r^ 






Oder da 



ist, so ergiebt sich: 



ff(<f+l)...(/y+A>-l) 
A! 






« 



M 



cii»f»T» j:MH\ 



ItsA} 



d. h. der Fehler b^ ist, sobald ^t < 1 ausfällt: 



M9X9 



Da die Coefißcienten der Reihe (4), wie aus dem Existenzbeweise ohne 
weiteres klar ist, dem absoluten Betrage nach die entsprechenden Coef- 
ficienten der Reihe (3.) nicht übertreffen, so stellt der vorstehende Ausdruck 
zugleich eine Grenze für den Fehler dar, der durch das Abbrechen der 



Gutzmer, über einen Existenzbeweis von Paul Günther. 85 



Reihe (4.) mit dem Gliede (a? — a?o)*~*, g^^, entsteht; man hat nur c, 

1 3? —"-3!/ ' 

passend zu bestimmen und für r seinen Werth — einzuführen. 

Die gefundene Fehlergrenze, welche an Einfachheit kaum etwas zu 
wttnschen lassen wird, hat einen Sinn nur für diejenigen Werthe von / 

1 r 

bezw. X, welche dem durch die Bedingung \t\<^^ bezw. |a?— ^|<I-^ 

bestimmten Gebiete angehören; ist M eine einigermassen grosse Zahl, so 
ist freilich der Bereich, für welchen der ermittelte Grenzausdruck Geltung 
hat, von geringer Ausdehnung. Ob und in welcher Weise etwa durch eine 
andere Einrichtung der Hülfsgieichung (2.) eine Fehlergrenze abgeleitet 
werden kann, deren Geltungsgebiet grösser ist, bleibe einer späteren Er- 
örterung vorbehalten. 
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Ernst Christian Julius Schering -j*. 



Am 2. November dieses Jahres verschied nach langem Leiden der 
ordentliche Professor der Mathematik an der Universität Göttingen Ernst 
Schering, geb. am 13. Jnli 1833 im Forsthause Sandbergen bei Bleckede 
an der Elbe (in der Provinz Hannover). Ausser durch seine zahlreichen 
auf die reine Mathematik und auf die mathematische Physik bezüglichen 
Arbeiten hat er die mathematische Welt ganz besonders durch die im Auf- 
trage der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen von 
ihm besorgte Herausgabe der gesammelten Werke unseres grossen Lehr- 
meisters Carl Friedrich Gauss zu bleibendem Danke verpflichtet. Seine 
eigenen Schriften befinden sich grösstentheils in den Nachrichten und Ab- 
handlungen der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften, eine derselben, 
zahlentheoretischen Inhalts, hat der Verfasser dem 100. Bande unseres Jour- 
nals einverleiben lassen. 

December 1897. 
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lieber hichtlineare homogene Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

(Von Herrn Georg Wallenberg.) 



Zlum Verständniss der vorliegenden Arbeit muss eine genaue Termi- 
nologie der bei den Integralen einer algebraischen Differentialgleichung 
auftretenden Singularitäten vorausgeschickt werden : „Singulare Stellen^ einer 
Integralfunction sind solche Stellen, an welchen dieselbe sich eerzweigt oder 
unbestimmt trirrf*); beides kann auch vereinigt vorkommen. Im Folgenden 
soll nun jede Stelle, an welcher die Function unbestimmt wird, gleichviel, 
ob »16 sich dort verzweigt oder nicht, y^Stelle oder Punkt der Unbestimmt" 
heif^ heissen**). Dagegen sollen diejenigen Stellen, in welchen sich die 
Function verzweigt, ohne unbestimmt zu werden, y^VerzweigungssteUen^ ge- 
nannt werden; die Verzweigungsstellen endlicher Vieldeutigheit , in denen 
also die Integrale sich wie algebraische Functionen verhalten, nennen wir 
„Verzweigungsstellen algebraischer Natur" oder kurz ^^algebraische Ver- 
zweigungsstellen^. — Mit dem Ausdruck y^Pol^ bezeichnen wir zusammen- 
fassend jede aufhebbare, nicht logarithmische Unendlichkeitsstelle***). 

Die singulären Stellen der Integrale einer algebraischen Differential- 
gleichung können sich entweder mit den Anfangswerthen verschieben oder 
von der Wahl derselben unabhängig sein; im ersteren Falle sollen sie 
yyverschiebbare'^ , im zweiten Falle „feste'^ singulare Stellen genannt werdenf). 



•) Wir rechnen also nicht dazu diejenigen ünendlichkeitsstellen, an welchen die 
Function „sich rational verhält". 

**) Fuchs^ Ueber die Werthe, welche die Integrale einer Differentialgleichung erster 
Ordnung in singulären Punkten annehmen können. Sitzungsber. der Berl. Akademie, 
1886 (11. März), S. 281-283. 

***) Ein Pol gehört also nur dann zu den singulären Stellen, wenn daselbst gleich- 
zeitig eine Verzweigung stattfindet. 

t) Fuchs, Sitzungsber. d. Berl. Akad., 1884, Bd. 32, S. 699 ff. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 13 



88 Wallenberg, nichtlineare homogene Dilferentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Es besteht nun zwischen den Differentialgleichungen erster Ordnung und 
denen höherer Ordnung ein durchgreifender Unterschied: Bei den Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung sind die verschiebbaren singulären Stellen Ver- 
zweigungsstellen algebraischer Natur^ während bei den nichtlinearen Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnung im Allgemeinen auch andere Singularitäten 
verschiebbar sein können^ wie das einfache Beispiel der Differentialgleichung 

lehrt, deren Integral 



z—c. 



y = Czc 

ist. — Herr Picard^) schreibt die Entdeckung dieses Satzes Herrn Painleve^*) 
zu; es ist indessen zu bemerken, dass der in dem ersten Theile enthaltene 
wesentliche Inhalt desselben bereits aus der wichtigen Abhandlung des 
Herrn Fuchs „Ueber die Differentialgleichungen, deren Integrale feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen" (1. c, 1884) sich ergiebt, wenn er auch dort 
noch nicht ausdrücklich ausgesprochen ist. 

Es bietet sich nun naturgemäss das Problem dar, aus den alge- 
braischen Differentialgleichungen höherer Ordnung zunächst diejenigen aus- 
zuscheiden, deren verschiebbare Singularitäten wie bei denen erster Ord- 
nung nur Verzweigungsstellen algebraischer Natur sind; man würde dadurch, 
indem man dann aus diesen noch diejenigen aussonderte, deren Integrale 
feste algebraische Verzweigungspunkte besitzen, die nichtlinearen alge- 
braischen Differentialgleichungen höherer Ordnung, über die man bis jetzt 
noch fast gar nichts weiss, dem Studium etwas zugänglicher machen. Da 
aber die Lösung dieses Problems in seiner ganzen Allgemeinheit bei dem 
heutigen Stande der Analysis noch auf unüberwindliche Schwierigkeiten 
stösst, so dürfte es vielleicht nicht ohne Werth sein, einen ganz besonderen 
Fall desselben zu erledigen, für dessen Behandlung die bisherigen analy- 
tischen Hülfsmittel ausreichen, nämlich den Fall der homogenen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, zumal schon hier für nichtlineare Differential- 
gleichungen höherer Ordnung charakteristische Eigenthümlichkeiten auftreten. 



*) Picard, Remarques sur les equations diflerentielles. Acta Math., 17 (1893), 
p. 297—300. 

**) Pahtlec^, Sur les lignes singulieres des fonctions analytiques, Ann. de la Faculte 
de Toulouse, 1888, p. 38. 
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Dass auch sie schon in den einfachsten Fällen zu recht complicirten 
Integrationen führen können, mögen die folgenden beiden Beispiele be- 
weisen : 

(1.) ,;■■->' =0; (j,'_Ä, ,"=^). 



-•[_ m o1a/\ " 



H 



Setzt man — = c, also ^ = t?'+f?\ so wird die durch y^ dividirte 

y y ^ 

rentialgleichung (1.): 
aos derselben ergiebt sich durch Integration: 

worin € eine primitive dritte Einheitswurzel und Cj die willkürliche Con- 
8t&o1:e bedeutet. Das sogenannte erste Integral der Differentialgleichung (1.) 
lautet daher: 

Die Discussion der Integrale dieser Differentialgleichung erster Ordnung 
ÄUrft« bereits auf einige Schwierigkeiten stossen; nur für den speciellen 
W^mh Ci = ergeben sich durch Nullsetzen der einzelnen Factoren des 
'^Jks stehenden Productes die drei einfachen Particularintegrale: 

ifi = ce% y^ = ce'\ y^ = cc*'*; 

™^it findet dieselben auch, indem man in die Differentialgleichung (1.) 
y "^^ cjß*" einsetzt und dann a daraus bestimmt; es ergiebt sich a^— 1 = 0. 

(2.) y"'-yy' = 0. 




man wieder — = <?, also -- = t5'-t-t?\ so wird die durch y^ dividirte 

y ' y ' 

^^^e rentialgleichung (2.): 



^Factor, z.B. r'+t?^— l^t?, gleich Null gesetzt, ergiebt als erstes Integral 
^^ I)ifferentialgleichung (2.): 



0^y-\y)\yy'-^yyyO'y'-^'hy - o,e \ 

** Cj = ergeben sich wieder drei Particularintegrale: 

y, = ce% yi = ce'\ yi-=ce'% 



_e man auch durch Einsetzen von y = ce"" in die Gleichung (2.) er- 
^5 für a ergiebt sich nämlich die Gleichung «*— a = 0. 

13* 
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I. 

In dem ersten Theile dieser Abhandlang untersuchen wir — nach 
der in der Einleitung angegebenen Richtung — zunächst diejenigen homo- 
genen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, in welchen die unabhängige 
Veränderliche explicite nicht vorkommt. — Es sei also 

(A.) F(y,y',y'-) = 0, (j,' = ^, y" = -ff-) 

die vorgelegte Differentialgleichung und F eine irreductible*) ganze ratio- 
nale homogene Function fwter Dimension von y, y^ y". Man dividire durch 
y"*, so wird dieselbe: 

(!•) Kf . f ) = 0; 

ferner setze man 

-^ = fr. dann ist -^—^w+tc^. 

y y ' 

und die Gleichung (1.) geht über in 

(2.) /(tr, w+w") = g(w, w') = 0. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung hat die Form 

worin c^ die Integrationsconstante bedeutet, also das Integral von (A.): 

(30 y = c^er 

Wann sind nun zunächst die Unbestimmtheitsstellen der Differentialgleichung 
(A.) „fest"? Welches sind die noth wendigen und hinreichenden Bedingungen 



*) Nennt man nach bekannten Analogieen die Samme der Producte aus Ableitungs- 
zahl und Potenz eines Gliedes das Gewicht desselben, sodass z. B. das Gewicht des Glie- 
des y^^'^j^"" = l+2n ist, so lässt sich zeigen, dass homogene isobare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung stets reductibel sind: Es sei nämlich F(y, y\ y") = isobar, so 
wird, da Potenzen von y hierbei nicht in Betracht kommen, auch in der Gleichung (1.) 

f( — »— ) = für alle Glieder / + 2/i eine feste Zahl * sein. Setzt man daher 

^y y "^ 

— = tt, — = © und dividirt die Gleichung (1.) durch m*, so wird dieselbe: f f 1, —^j = 0. 

Es ist also f(u, t?), abgesehen von einer etwaigen Potenz von u, in Factoren von der 
Form V'-aiU^ zerlegbar, worin Oi Constanten, nämlich Wurzeln der Gleichung f (1, a) = 
sind, und folglich lässt sich F(y, y\ y"), abgesehen von einer Potenz von y\ in Factoren 
von der Form yy^'—aty'* zerlegen. 
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folglich 



t = Cu(«-c)'-* +..., 



und daher 








also endlich 






1 1 ' 



(Co + 0). 

Soll daher nicht der willkürliche Punkt a = c Punkt der Unbestimmtheit 
von y sein, so muss n. 0. (a — c)fr für a = c einen endlichen Werth besitzen, 
d. h. es muss 

oder 

k 



also, da Ä << ' und / positiv vorausgesetzt war, 

sein. Dies auf die ursprüngliche Differentialgleichung (2.) übertragen er- 
giebt, da 

1 , 1 , 



war, 



W ' fl? 



2-1 2- * + ^ 



Da Ä ^ und / > ist, so muss 



sein. Also: 

Z)tß nolhwendige und hinreichende Bedingung dafUr^ dass die Integrale 
der Differenlialgleichung (A.) ausser dem unendlich fernen Punkte keine 
Unbestimmlheitsslellen besitzen**)^ ist die^ dass in der Entwickelung eon 



*) Da Ä < / vorausgesetzt war, so ist 2 — > 1. 

**) Die endlichen Unbestimmtheitsstellen von y müssten, wenn sie vorhanden wären, 
n. 0. (S. 91) sämmtlich mit den Anfangswerthen verschiebbar sein. 
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daher 



und folglich 



V = a„(«-c)+ 



w = --^+feü+6i(«-c)+ 



a — c 



1 1 

Es muss nun — eine ganze Zahl p sein , also a» = — *). Wir 

können daher den Satz aussprechen: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ^ dass die Inle-^ 
grale der Differentialgleichung 



(A.) P(y.,y\y") = rf{^. f) = o 



eindeutige Functionen sind, welche ausser dem unendlich fernen Punkte keine 
Stellen der Unbestimmtheit besitzen ^ sind die folgenden: 

1) Die Differentialgleichung (2.) g(w^ ir') = muss den Briot-Bouquet- 
sehen Bedingungen genügen**). 

2) In der transformirten Differentialgleichung (4.) A(v, i/') = müssen 
die Wurzeln v' der Gleichung (4.*) A(0, r') = 0, falls sie nicht mindestens 



*) Aus (5.) ergiebt sich noch für w = 



V 



daher: 
also: 



'0' 






d. h. in f\^ , —j = /*(ii, r) = muss die Entwickelung von t; nach fallenden Potenzen 
von M, wenn sie nicht mit 1«*' anfängt (vgl. S. 91 Anmerkung 1), mit (l ju^ be- 
ginnen, worin p eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet f 1 kann auch = 

sein, wenn nämlich p = 1 istj, und der Punkt u = cx> darf in diesem Falle kein Ver- 
zweigungspunkt von V sein. 

**) Aus den Untersuchungen von Hermite folgt noch, dass das Geschlecht der durch 
die Gleichung (2.) definirten algebraischen Function w' von w höchstens gleich 1 ist; 
daher ist auch die durch /"(i/, r) = dargestellte algebraische Curve höchstens vom Ge- 

v' v" r v' \^ 
schlecht 1, denn es ist m? = -^— = m, «?' = ^^^ [-^—) = v—u^, oder n = w, v = w' + w^. 

y y ^y "^ 
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eon9 ersten Grade in Bezug auf v eerscbwinden, von verschieden und zwar 
redf^roke Werthe ganzer (positiver oder negativer) Zahlen sein. 

Aus diesen Bedingungen lassen sich einige bemerkenswerthe Fol- 
gemngen ziehen, welche hauptsächlich die äussere Gestalt der Differential- 
gleichung (A.) betreffen. Zunächst muss nach der ersten Briot-^Bouguet" 
sehen Bedingung*) die Differentialgleichung (2.) folgende Gestalt besitzen: 

worin Pk(w) höchstens vom 2Äten Grade in ir ist. Wenn nun in (A.)**) 

wirklich j^"" vorkommt, so ist diese Bedingung von selber erfüllt; denn in 

diesem Falle lautet die Differentialgleichung (A.), nach Potenzen von j^" 
geordnet: 

(7.) Pu»"-+r,(y, y')y"-^+...+r_,(y, y')y''+r^(y, y') = 0; 

darin bedeuten die r^, homogene Functionen ftter Dimension von y und y\ 

^^hrend p„ eine Constante ist. Dividirt man durch jf"* und setzt -^ = ir, 
«lao ^ = w+w^, so wird die Gleichung (2.): 

oder« 

^* €äie Sk höchstens vom Aten Grade, so sind die p* in der That höchstens 
v<>na 2itten Grade in ir. — Setzt man ferner die vierte ßrioZ-Äoii^ftfefeche 
^^ingung*) als erfüllt voraus, so ist in dem vorliegeitden Falle auch die 

von uns aufgestellte Bedingung von selber erfüllt. Denn setzt man 



• 1 y 

^^ CS.) IT = — , also w = j und multiplicirt mit r^"* herauf, so wird die 

Gl^icshung (4.): 

K^^ V) = p„(-v'+l)-+i/9,(i/)(-v'+l)-'+v^9,(v)(-v'+l)-^+... 

+v-'9^_,(i^)(-v'+l)+r"»9«(i/) = 0. 

Di^ liVurzeln v' der Gleichung ä(0, v') = sind sämmtlich gleich 1, ge- 
'^"S'^n also in der That unserer zweiten Bedingung. — Nach der vierten 
^^•^ ^-Bofi^ttatechen Bedingung (a. a. 0.) darf v = 0, da der zugehörige Werth 



*) a. a. 0. 
'***) F(y, y\ y") sollte eine homogene Function mter Dimension von y, y\ y" sein; 
^8^ - ^. 90. 
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von v' von Null verschieden ist, keine Verzwei^ngsstelle der algebraischen 
Function v' sein: auch diese Bedingung ist hier, da das Glied mit der 
(m— *)-ten Potenz von — v'+l als Factor y* enthält, i. a. erfüllt, wie man 
sich durch die Puieeux^che graphische Methode leicht überzeugt; nur dann 
nicht, wenn aus sämmtlichen qj,(y) noch v heraustritt, d. h. wenn eämmUiche 
Sk(w) ihren höchstmöglichen Grad in w nicht erreichen. Wenn also y"* in 
F(y, y\ y") eorkommt, so muss fcenigslens eines der 8t(w) seinen höchstmög- 
lichen Grad in w wirklich erreichen. Aus diesem Grunde ist z. B. das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung y'^^—yy = (vgl. Einleitung, S. 89 
2. Beispiel) nicht eindeutig, weil das Glied mit y'^ fehlt: in der That lautet 
die Gleichung in ir: (ir'+tt?^)^--ir = 0, und die Gleichung in v: (— v'+l)^— v^ = 0, 

sodass y' sich in v = verzweigt (y' = l+i'*) und doch dort von Null ver- 
schieden ist. 

Anders verhält es sich, wenn y"* in F(y, y\ y') nicht vorkommt: 
Zunächst folgt dann aus (6.), dass das Glied mit der höchsten Potenz 
von y^^ nicht y^ enthalten darf, also lauten muss: 

Ist ft = 1, so ist auch noch die in Gleichung (6.) ausgesprochene Bedingung 
von selber erfüllt; ist dagegen ä > 1 , so darf in den Gliedern , welche 
y^'m-k-i enthalten, y' höchstens in der 2/ten Potenz vorkommen, und das 
ist nur solange von selber der Fall, als l^k ist. — Wenn übrigens die 

Differentialgleichung (A.) irreductibel sein soll, so muss Ar^| ~j*) sein; 

denn ist k > [^ ; so ist m—k^ LT"J' *^®^ jedenfalls auch stets /^ [-^J , 

folglich &>/ und daher ft+/>2/. Da nun die Glieder mit y"*"-*-' n. O. 
höchstens die 2/te Potenz von y' enthalten dürfen, so müssen dieselben, 
weil sie von der (Ä+/)-ten Dimension in y und y^ sind, sämmtlich y ent- 
halten; und da dies mit allen Gliedern der Fall ist, so ist die Differential- 
gleichung (A.) reductibely nämlich durch eine Potenz von y theilbar. Für 

irreduclible Differentialgleichungen (A.) muss also k ^ I -^ 1 sein. 

Unsere zweite Bedingung lässt sich hier in folgender Form aus- 



■) if ] 



bedeutet „das grösste Ganze von -rr- **- 
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Stellung*): Wenn «j, «2? • • •, «n die Unendlichkeitsstellen der elliptischen 
Function rten Grades (p(z) innerhalb eines Periodenparallelogrammes be- 
denten und für ^ = 1, 2, . . ., « 

die Summe aller Glieder mit negativem Exponenten ist, welche in der für 
die Umgebung von a^ geltenden Reihenentiyickelung der Function y(a) 
enthalten sind, so ist: . 



(A = 2, 3, .... (r^-1); /i = 1, 2, . . ., n; r,+r2+... +r„ == r; C, + C,+ — +C„ = 0) 

Da nun in unserem Falle nach den obigen Entwickelungen die Function 
(p(s) nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzt, so sind die Grössen 

C^5 CH, ..., Cjf''"'^ (^ = 1,2,...,») sämmtlich gleich Null, und die Dar- 
stellung reducirt sich folgendermassen: 

f(f(i)di = Yc^loga(a-a^)+Coa-fC;,. 
Es wird daher: 

y = c.y ''"-"'* = c, "ff a{z-c,-t,yKe'^-'^'-"^^'^% 

oder, wenn wir C2e^^~^"'' durch c und die C^, welche nach unseren Aus- 
führungen ganze Zahlen sind, durch p^ ersetzen: 

Hierin sind c und c^ die willkürlichen Constanten, während Co einen festen 
bestimmbaren Werth besitzt. Die Function y ist in der That für alle end- 
lichen Werthe von z endlich, eindeutig und stetig; der unendlich ferne Punkt 
ist singulärer Punkt und zwar eine Stelle der Unbestimmtheit ohne Ver- 
zweigung. Es lassen sich leicht die Bedingungen angeben, unter denen 
y selber eine doppellperiodische Function ist**). In dem eben behandelten 
Falle lässt sich noch etwas über die äussere Gestalt der Differential- 
gleichung (A.) aussagen: Da nach einem Theorem von Meray***) in der 



*) Schwarz, Formeln und Lehreätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen 
(1883), S. 20, 21. 

**) Vgl. Schwarz, a. a. 0. S. 15. 
***) Briot et Bouquet, a. a. 0. S. 128, No. 50. 
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und daher 

^ 8inam(»+c,, k) ^ 






tt? ist eine sogenannte lemniskatische Function. Die Gleichung für r lautet 
ebenfalls v'^ = 1+v*, sodass für v = wieder v' = + 1 ist. 

Setzt man tc? = }/ie, so ergiebt sich: 
also 

dl? da 

daher 

€ = sinam(^ — ^=-^, ij- 
Nun ist bekanntlich**) 

U 

also, da hier ft = t ist, bis auf eine additive Constante: 

= log (./am (^^, f)-fcosam(^^, «)j. 

Daher: 

y:=icey =C2U/am(^— ^, ij— «cosam(^ — ^, ij • 

^""•^ lfr'^ = fr*-l, i^'^ = l-v\ 

Setzt man fr = fr, so wird t?'^=l--t?*, also t? = sinam(»+Ci, t), und daher 

fwdz • /8inam(x+Ci,0<<« r v / i «N • / i «M 

y z= cer =06*^ = C2[^am(a+Ci, «)— icosam(a+Ci, f)J. 



*) Vgl. z. B. Ärto* et Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques (Paris, 1859),' S. 186. 

**) Siehe z. B. Briot et Bouquet, a. a. 0. S. 185. (Theorie des foactions elliptiques). 

***) Diese Gleichung kann auch als Specialfall von (a.) (für ä = t) betrachtet werden. 
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Beispiel: 



Die Entwickelung von w' in der Umgebung von tr = lautet für das posi- 
tive Vorzeichen der Wurzel: 

f ir' IT* 

•^ ^ ■"-2"~"32" + -- 

Es muss daher, da auch die übrigen Bedingungen erfUUt sind, das allge- 
meine Integral n. 0. eine rationale Function sein. Man findet in der That: 

f/5 = - - -i *— 

^ 4(5~c,)'— 1 ' 

und folglich: 

Es ist bemerkenswerth , dass ausserdem transcendente singulare Integrale 
existiren, nämlich y = ce-^'% welche zugleich F = und ■^,r = befriedigen. 

3) Tritt weder der unter 1) noch der unter 2) beschriebene Fall 
ein, so ist w eine einfach periodische Function '^), und das Integral der Diffe- 
rentialgleichung (A.) hat zunächst die Form: 

y = c,e^ , 

worin \p eine einfach periodische Function und zwar eine rationale Function 
der Exponentialfunction bedeutet: 



Setzt man 



so wird 



oder 



e "^ = X, 



— '-"Kll^dz = dx, 



, (o dx 

dz = 



also 



2ni X ' 

'2ni 'J X 



dx 



•) In den Fällen 2) und 3) ist die Curve f(u, r) = vom Geschlecht 0. 
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Es mnss nnn, da ausser dem unendlich fernen Punkte keine aingulären 
Stellen vorhanden sind, 

_^AM = G(x)+ l'-JP^ + ^T^'^ 

2ni X ^'^^^^,i', x—a, ^ ^, x^ 

sein, worin Qx{x) eine ganze rationale Function ist, die p^ ganze positive 
oder negative Zahlen, q^ beliebige Grössen bedeuten und die a^ von Null 
verschieden sind; x kann deshalb im Nenner in einer beliebigen Potenz und 
mit einem beliebigen Residuum vorkommen, weil der Werth x = nur fUr 
« = oo erreicht wird. Daher wird 

y = c.x'^^nix-ay^e '* . 
worin G(x) eine ganze rationale Function bedeutet, oder 



Uni . . / 2n» 



^ "'-'' R [f^ "- '') i " ^'-'•'gC-^^' -'), 



Der Factor a' " ^ ' stellt eine Fowriersche Reihe dar; R be- 

deutet eine rationale Function ihres Argumentes. Also y ist i. a., von einem 
Factor abgesehen, durch eine Foe^rtersche Reihe darstellbar, kann sich aber 
aacb auf eine rationale Function der Exponentialfunction reduciren. 
Bmpiel: 

(.yy"-y'J = yXf-y'r); 

'2 1 2 

tV = 1 — IT , 

W = cos(« — C,), 

y = e^e**"^'"''\ 

IL 

In dem zweiten Theile dieser Abhandlung dehnen wir unsere Unter- 
suchung auf den Fall aus, dass die unabhängige Veränderliche z in der 
vorgelegten Differentialgleichung explicite enthalten ist, also auf die Diffe- 
rentialgleichung 

(B.) F(z, y, y', y") = 0, 

in welcher F eine ganze rationale homogene Function mter Dimension von 



*) Als singulare Integrale erhält man wieder ce^'. Vgl. Appell, Sur les invariants 
des equations differentielles. Journ. de Mathemat. par Liouville (1889), 4. Serie, V, p. 419. 
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y» y'y y" bedeutet, deren Coefficienten analytische Functionen von z sind. 
Wir dividiren wieder durch y*, wodurch die Differentialgleichung (B.) 
übergehen möge in 

(9-) K«. f ' y) = ^' 

und setzen -^ = ir, also ^^ = tt?'+fi?\ so erhalten wir: 

y y 

(10.) /■(«, w, w'+tv^) = g(z, w, w') = 0. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung hat die Form: 

IT = y(5, C,), 

worin Ci die willkürliche Constante bedeutet, also das allgemeine Integral 
von (B.): 

Damit nun zunächst die Verzweigungspunkte desselben von c, unabhängig 
seien, muss die Differentialgleichung (B.) nothwendig den FticA^schen Be- 
dingungen genügen *) ; die „festen" Verzweigungsstellen von ir werden dann 
auch feste Verzweigungsstellen von y sein. 

Wenn ferner die Unbestimmtheitsstellen des Integrals y von den An- 
fangswerthen unabhängig sein sollen**), so darf nach unseren früheren Aus- 
einandersetzungen (vgl. S. 91) und nach den Entwickelungen von Herrn Fuchs 
(1. c.) nicht ein beliebiger Punkt a = «o ein derartiger Pol von (p sein, dass 
(a-Ä„)y(a) für a = «o unendlich wird***). Zum Zwecke dieser Unter- 
suchung setzen wir daher in 

(10.) g(s, w, w') = 

IT = — , #/>'== yv'; die Gleichung (10.) geht dann über in 

(11.) A(a, V, v') = 0, 

und wir haben dieselbe für y = zu betrachten. Die Ent Wickelung von v 
in der Umgebung von y = und eines beliebigen für die Coefficienten der 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1884 (26. Juni), S. 699. Vgl. auch 
meine Dissertation, S. 5 u. f. 

**) Die Stellen der Unbestimmtheit von to sind (vgl. Einleitung, S. 88) eo ipso 
fest; diese werden dann i. a. auch zu den festen ünbestimmtheitsstellen von y gehören. 
***) D. h. genauer, man darf c, in (]p(5, r,) nicht so bestimmen können, dass 
(j5 — »y)<jf (a, c,) für Ä = s^, unendlich wird. 
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also, da &</ vorausgesetzt war: 

sein. Da ferner der Fall & <1 sich nicht mit den FwcA^schen Bedingungen 
verträgt, wonach in der transformirten Differentialgleichung (11.) A(a,y, i^') = 
r für einen endlichen Werth von v, also auch für y = nicht unendlich 
werden darf, so bleibt als Bedingung & = 0; d. h. v' muss für v = von 
verschieden sein^ und y = Q darf alsdann nach den Fuchsschen Bedingungen, 
da es kein Integral der Differentialgleichung (11.) ist, kein Verzweigungspunkt 
der algebraischen Function v sein. 

Nach den obigen Ausführungen muss die Gleichung 

(11*.) h{z, 0, v') = 

lauter von verschiedene Wurzeln v* besitzen, es sei denn, dass v* min- 
destens vom ersten Grade in Bezug auf v verschwindet; dieselben können 
von z abhängig oder unabhängig sein: 

1) Es sei eine Wurzel v' = Oq der Gleichung (11*.) von z abhängig, 
dann können wir den willkürlichen Punkt ;5(, so wählen, dass a^i(J&^^ nicht 
verschwindet; die Entwickelung von v' lautet dann: 

V = öu(Äo) + a/,(«„)(«-a„)H [-ai>'+Ö2y^ + --- . 

Daraus ergiebt sich: 

y = öu(ä()) («-«!))+ 62 («--Äo)'^+ 63 («-«u)^ + -", 

wo 62 ? ^3? • • • Constanten sind, also 

1_ 

= ^^%^+Co + C,(«-«o)+C2(«~^o)'+-, 



w 



und daher 



worin P eine convergente, nach ganzen positiven Potenzen von 3 — «o auf- 
steigende Potenzreihe bedeutet. In diesem Falle ist daher der willkürliche 
Punkt a = Äo für das Integral y zwar kein Punkt der Unbestimmtheit, da- 
gegen i. a. VerzweigungsstellCy und zwar ist auch die Art der Verzweigung 
von der Wahl der Anfangswerthe abhängig; eine Abhängigkeit dieser Art, 
dass nämlich auch die Art der Verzweigung in den beweglichen Verzweigungs- 
stellen sich mit den Anfangswerlhen stetig ändert, tritt bei den Differential- 
gleichungen erster Ordnung noch nicht auf und ist daher für die nichtlinearen 
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Um ein Particalarintegral mit den Anfangswerthen a = «ci, — = oo in der 

9 

Umgebung eines Punktes a = ^u, für welchen p(i) einen endlichen Werth 
hat, zu entwickeln, kann man auch direct ansetzen: 

y' = «(*-«„r-^gJ+(«-»o)^*', 
es sei 
dann ergiebt sich für a die Gleichung 

und, da a von Null verschieden vorausgesetzt war: 

_ 1 

"" "^ 1+pW ' 

in der That ist hier «oC«) = 1+J»(«)- — Verschwindet p(^z) für a = «,„ so 
wird a = 1 ; in diesem Falle ist y in der Umgebung von «„ eindeutig. Ist 
p(;5„) = — 1, 80 ist a„(a) = 0, also n. 0. «u ein Punkt der Unbestimmtheit 

für die Integrale y mit den Anfangswerthen a = a,,, -^ = oo. 

So lautet z. B. das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

yy''+(2a-l)y'^ = 0: 

/'_^_ 1 

also die Entwickeluug der Particularintegrale mit den Anfangswerthen 
a = a„, -3 =r (X) in der Umgebung des beliebigen Punktes a,,: 



= o.(^y''=i»-^':)'"^(.^-^d-, 



ferner derjenigen mit den Anfangswerthen » = ^, -^ = 00 in der Umgebung 
von a = ^: 

endlich derjenigen mit den Anfangswerthen « = 0, ^ = ck: in der Umgebung 
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/ 



Beispiele: 



(a.) 



1 y = Cjz\ 



Die „festen" Punkte a = und a — x> sind Verzweigungsstellen ; di( 
der Verzweigung ist von der Wahl der Anfangswerthe abhängig. 



1 



(b.) 



yy"-y"+^f = o, 



2s' 



Der Punkt » = ist algebraische Verzweigungsstelle ; die Art der 
zweigung ist von der Wahl der Anfangswerthe unabhängig. Der unen 
ferne Punkt ist, wenn Ci + 0, ein Punkt der Unbestimmtheit mit bestin 
algebraischer Verzweigung. 



(c.) 



yy -y -—y = o, 



y = c^z*e'''\ 



Der Nullpunkt ist logarithmische Verzweigungsstelle; z = oc ist wieder i: 
der Unbestimmtheit mit bestimmter (logarithmischer) Verzweigung. 



(d.) 



yy"-y''+--yy' = o, 



y = c-ic' . 
Der Nullpunkt ist ein Punkt der Unbestimmtheit. Aehnlich: 



(e.) 

Hier sind 
Dagegen : 

(f.) 



yy -y --ry = o, 



- - 4-c, z 



yy = CiC 

a = und a = oo Unbestimmtheitsstellen ohne Verzweij 



I 



n 



a— 1 



yy - 



y'' = 0, 



/• dt 

II ^ ^ n r\ 

yy ---^r-y = o, 



(g.) 






» + c, 
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Bei den Integralen von (f.) und (g.) vefschieben sich die singulären Punkte 
mit den Anfangswerthen , weil die Wurzeln y' der Gleichung (11*.) von s 
abhängig sind. 

Wie ich in meiner Arbeit „Beitrag zum Studium der Differential- 
gleichungen etc." (Zeitschr. für Math. u. Phys., XXXV, 6 ; S. 340) gezeigt 
habe, ist das Geschlecht der durch die Gleichung (10.) definirten algebrai- 
schen Function w' von w: p^(fn—iy. — Ferner kann man nach den 
Untersuchungen von Herrn Poincare (Acta Math. , 7:1, S. 1 : „Sur un 
th^or^me de M. Fuchs^') drei Fälle unterscheiden, je nachdem /> = 0, /> = 1 
oder p>l ist: Im ersten Falle lässt sich die Differentialgleichung (10.) 
dareli Lösung einer Atccaftschen Differentialgleichung*), im zweiten durch 

*) Als Beispiel hierzu möge diejenige Differentialgleichung (B.) behandelt werden, 
deren zugehörige Differentialgleichung (10.) selber eine Riccatische ist. Da in diesem 
Falle y'^ in (B.) nur zur ersten Potenz erhoben vorkommen darf, so lautet diese Glei- 
chung zunächst (vgl. S. 96): 

yy"+Piy"+p,yy'+p,y' = o, 

und die Gleichung (10.): 

w'+(l+p,)w'+p,w+p, = 0. 

1 u' 
dieselbe lässt sich bekanntlich durch die Substitution w = -r-; auf die lineare 

uomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 



«"+(-TTr+pO»'+(^+P-)P»« = ^ 



""^olcfahren; es seien u, und u, zwei Fundamentaliategrale derselben, so ist: 

1 u',+cy, , /-^ »W'-«'» a. 

u> = - ' ' ' , also: y = c.tr '+p> «'+<^'"^ . 

1+P. «1+'^.«. 

^ Gleichung (11.) lautet hier: 

^ daher auch unsere zweite Bedingung erfüllt sein, so muss l+Pi von s unabhängig, 
'^^ "^.war gleich dem reciproken Werth einer ganzen Zahl w, also Pj = 1 sein. In 



'^Xi Falle lautet das Integral 

y =■ c/wi+c^wj". 
^/e Potenz des allgemeinen Integrals einer linearen homogenen Differentialgleichung 
•er Ordnung u'* -\^p^u' -\-p^u ^0 ist also das allgemeine Integral der quadratischen 

^^^Qenen Differentialgleichung yy"-\'( l)y''+Payy'+wp,y* = 0, wovon man sich 

^^h Ausführung der Substitution y = u** in einer der beiden Differentialgleichungen 
^^ leicht direct überzeugt. 
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(13.) { 
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Quadraturen integriren. Im dritten Falle endlich, der das grösste Interesse 
darbietet, ist das allgemeine Integral von (10.) algebraisch, falls die vor- 
gelegte Differentialgleichung (B.) auch in z algebraisch ist, also das Integral 
€on (B.) die Exponentialfunction eines Abelschen Integrals: 

(12.) y ^ cy ; 

u) ist durch eine algebraische Gleichung 

G(f«?, », c,) = y(ö)SPo(«, c,)ti?"+Vi(a, Ci)fi?*"' + --- 

definirt, in welcher die (pi ganze rationale Functionen ihrer Argumente be- 
deuten. Die Gleichung (13.) hat, wenn die vorgelegte Differentialgleichung 
(B.) den aufgestellten Bedingungen genügt, folgende Eigenschaften: 1) Die 
Entwickelung von w nach steigenden Potenzen von a— V'(Oi ^^ V(^i) ®iß® 
Wurzel z der Gleichung yu(«^ Ci) = bedeutet, beginnt mit Ä(a — v^(ci))~\ 
wobei k eine ganze positivie oder negative Zahl ist. 2) Die Discriminante 
der durch (13.) definirten algebraischen Function w von z und c,, d. h. die 

Eliminationsresultante von w aus 6 = und -^ — = lautet: 

ow 

J = D(z).D,(z, c.) = 0, 

worin D(z) von Ci unabhängig ist; die durch Di(z, c,) = gegebenen Wurzeln 
z = /(ci) liefern keine Verzweigungspunkte von w. — In dem Integral (12.) 
sind daher die Verzweigungsstellen des als Exponent von e auftretenden 
^&6/schen Integrales sowie die algebraischen Pole der etwa in demselben 
enthaltenen Integrale zweiter Gattung von den Anfangswerthen unabhängig, 
während die logarithmischen Unendlichkeitsstellen der etwaigen Integrale 
dritter Gattung sich mit denselben verschieben können; in der Umgebung 
einer solchen Stelle lautet die Entwickelung von (12.): 

y = c,(a-v(<^i))*^(«-V^(c,)), 
wo k eine ganze Zahl ist und $ eine nach ganzen positiven Potenzen von 
«— V/(c,) aufsteigende, in gewissen Grenzen convergente Potenzreihe bedeutet, 
deren Coefficienten von c^ abhängen. Als Beispiel möge die Integralfunction 



/ 



<?(*. c,) 



y z= C2e ^^^^ angeführt werden, worin R(z) eine ganze rationale Func- 
tion 2nten Grades, G(z, c,) eine solche höchstens (»— 2)-ten Grades in z 
bedeutet. Da der Exponent von e ein hyperelliptisches Integral erster 
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lieber die Zurückführung der Divisorensysteme 

auf ihre redueirte Form. 

(Zweite Abhandlung.) 

(Von Herrn Kurt Hensei) 



In einer kürzlich in diesem Journale veröffentlichten Abhandlung*) 
habe ich gezeigt, das» jedes Modulsystem (Fi(a:), F2(a:), ..., F^(a:)) einem 
eindeutig bestimmten, sog. reducirten Systeme äquivalent ist, und damit die 
Frage, unter welchen Bedingungen zwei derartige Systeme: 

(F,(x), ..., F^(x)) und (G.(a:), ..., G,(x)) 

äquivalent sind, durch den folgenden Satz beantwortet: 

Zwei Modulsysteme sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die zugehörigen reducirten Systeme identisch sind. 
In jener Arbeit wurde aber kein Verfahren angegeben, um das zu einem 
beliebig gegebenen Systeme gehörige redueirte System wirklich zu finden, und 
daher sind, solange ein solches Verfahren fehlt, die dort gefundenen Resul- 
tate praktisch unbrauchbar. In dieser Arbeit will ich daher ein endliches 
und leicht anwendbares Verfahren auseinandersetzen, um diese Ueberflihrnng 
eines beliebig gegebenen Divisionssystemes in seine redueirte Form wirk- 
lich durchzuführen. 



Es sei 

(M) = (F,(x), F,(x), ..., F,(x)) 

ein Modulsystem, dessen Elemente Fi(x) beliebige ganze ganzzahlige Func- 
tionen von X sind. Da man zunächst einzig und allein durch Anwendung 
des Euklidischen Verfahrens den grössten gemeinsamen Theiler jener fj 



*) K» Hensel, Ueber die Zuriickfiihruug der Divisorensysteme auf eine redueirte 
Form, erste Abhandlung; dieses Journal, Bd. 118 S. 234—251. 
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ergiebt sich eine Gleichung von der Form : 

aus welcher hervorgeht, dass die Differenz auf der rechten Seite durch das 
Divisorensystem (M) also a fortiori durch (M^ theilbar ist. Erhebt man 
nun beide Seiten der aus dieser Identität folgenden Congruenz: 

P^Pf... = pF^ (mod.^J 

zur aten Potenz, so wird auch ihre rechte Seite p"*./^ durch (Jd^ theilbar; 
setzt man also links zur Abkürzung aa = b^ aa^ = 61, ... so erhält man: 

PPJ'... = (mod.^„), 

d. h. es kann das Product F*P\\.. den Elementen des Systemes hinzugefügt 
werden, ohne es im Sinne der Aequivalenz zu ändern. Da aber die Func- 
tionen P\ PJ', ..., modulo p theiierfremd sind, so erhält man hieraus die 
folgende Zerlegung von (M^\ 

{M:)^\p% F,...F,, P'F{^...)^{p% F,...F,, P'){p% F,...F^, F[^)..., 

in welcher sich die Factoren auf der rechten Seite nur dadurch von dem 
ursprünglichen Systeme {M) unterscheiden, dass seinen Elementen als Zahlen- 
element eine Primzahlpotenz p"" und als primitives Element die Potenz einer 
modulo p irreductiblen Function hinzugefügt sind, welche beide allein durch 
Anwendung des Euklidischen Verfahrens bestimmt werden können. Im 
Folgenden brauchen daher nur diese Factoren von (itf) weiter untersucht 
und in ihre reducirte Form übergeführt zu werden, und dies ist die eigent- 
liche Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 

§2. 
Es sei jetzt 

(4.) (/7) = {f, f,(x), ..., F^(xl n 

ein System der am Ende des vorigen Abschnittes angegebenen Art, in 
welchem also /?" eine beliebige Primzahlpotenz und 

irgend eine modulo p irreductible ganzzahlige Function von x bedeutet, in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x offenbar gleich Eins 
angenommen werden kann. 

Die einfachsten Systeme dieser Art sind von der Form: 

(4\) (/7) = (p, P(ar)); 
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ergiebt sich eine Gleichung von der Form: 

aus welcher hervorgeht, dass die Differenz auf der rechten Seite durch das 
Divisorensystem (M) also a fortiori durch (ATJ theilbar ist. Erhebt man 
nun beide Seiten der aus dieser Identität folgenden Congruenz: 

P«P?'... = pF^ (mod.^J 

zur aten Potenz, so wird auch ihre rechte Seite j»"*./^ durch (M^ theilbar; 
setzt man also links zur Abkürzung aa = by aa^ = 61, ... so erhält man: 

PPJ'... = (mod.^J, 

d. h. es kann das Product F*P\\.. den Elementen des Systemes hinzugefügt 
werden, ohne es im Sinne der Aequivalenz zu ändern. Da aber die Func- 
tionen P\ P\\ ..., modulo p theiierfremd sind, so erhält man hieraas die 
folgende Zerlegung von (3/J: 

(M^)^'(P% Pi'F,, PP;\..)^(p% F,...F,, F>){p% F,...F^, Pf)..., 

in welcher sich die Factoren auf der rechten Seite nur dadurch von dem 
ursprünglichen Systeme (M) unterscheiden, dass seinen Elementen als Zahlen- 
element eine Primzahlpotenz p"" und als primitives Element die Potenz einer 
modulo p irreductiblen Function hinzugefügt sind, welche beide allein durch 
Anwendung des Euklidischen Verfahrens bestimmt werden können. Im 
Folgenden brauchen daher nur diese Factoren von (M) weiter untersucht 
und in ihre reducirte Form übergeführt zu werden, und dies ist die eigent- 
liche Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 

§2. 

Es sei jetzt 

(4.) (/7) = {p% F,(x), ..., F,(x), n 

ein System der am Ende des vorigen Abschnittes angegebenen Art, in 
welchem also p" eine beliebige Primzahlpotenz und 

irgend eine modulo p irreductible ganzzahlige Function von x bedeutet, in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x offenbar gleich Eins 
angenommen werden kann. 

Die einfachsten Systeme dieser Art sind von der Form: 

(4\) cm = (p, P(ar)); 
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In der That: entwickelt mau F{x) zunächst nach Potenzen von P 
so erhält man eine Congruenz modulo P^: 

F(x) = B,+B,P+-+B,^,F>-' (mod.n, 

in welcher die Coefficienten B^Qc) von niedrigerem als dem Titen Grade sind 
und aus ihr geht die obige Congruenz (7.) hervor, wenn man alle Zahlen 

coefficienten der Functionen B^^x) modulop"* in der Form a^^+a^p-] |-««_ip"~ 

darstellt. Im Folgenden sollen die ab Glieder aij,p*P^ dieser Entwickelun^ 
stets in der Weise geordnet werden, dass sie nach der Reihenfolge der aui 
ihren Exponenten i und k als Ziffern gebildeten zweistelligen Zahlen (t, k] 
auf einander folgen, so dass also ein Glied a^^^^p'^P*' von höherer Ordnung 
ist, als ein anderes an^p^P^, wenn «i>«, oder, falls 1 1 = i sein sollte, wem 
ki>k ist. 

Alle Functionen F(x) zerfallen dann modulo (p% P*) in zwei Klassen 
nämlich in die, welche mit jenem Divisorensysteme einen gemeinsamer 
Theiler haben, und solche welche zu (p% P*) relativ prim sind. Die letz- 
teren sollen Einheiten modulo (p% P*) genannt werden ; aus den Bemerkun- 
gen am Ende des vorigen Abschnittes folgt dann, dass F(ar) dann und nui 
dann eine Einheit modulo (p% P*) ist, wenn in ihrer Entwickelung (7.] 
nach Potenzen von p und P der erste Coefficient ayc, von Null verschieden 
ist, denn nur in diesem Falle ist F(x) durch den zugehörigen Primdivisoi 
nicht theilbar. 

§4. 

Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes können nun dazu be- 
nutzt werden, um die Elemente eines Modulsystemes auf eine möglichst 
einfache Form zu bringen. Zu diesem Zwecke beweise ich zunächst der 
folgenden Satz: 

Ein einfaches Modulsystem: 

(77) = {p% F,(x), ..., F/x), P^) 

wird im Sinne der Aequivalenz nicht geändert, wenn man irgenc 

eines seiner Elemente F,(x) mit einer beliebigen Einheit modulc 

(p% P) multiplicirt. 

Offenbar genügt es, diesen Satz für ein System (p% F(x), F") voe 

nur drei Elementen zu beweisen. Ist aber e(x) irgend eine Einheit, so be- 
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Es sei also jetzt 

wo die auf das erste folgenden Glieder sftmmtlich von höherer Ordnnn 
sind. Dann spricht der za beweisende Satz nur aas, dass man durch Malt 
plication von F(x) mit einer Einheit alle Glieder üi^^y'P"'^ fortschaffen kan 
in welchen zugleich i^ > i, K^k ist. Es sei nan 

das niedrigste Glied dieser Art in der Entwickelang von F{x). Dann fUl 
in der Differenz: 

F{x)^a^p--^P'^-'F{x) = F(a:)(l-a,^/^'-P--*) 

jenes Glied offenbar fort, aber ebenso leicht sieht man aach, dass in jene 
Differenz nicht etwa ein niedrigeres Glied dieser Art neu hinzutreten kam 
denn ein solches Glied kommt im Minuendus jener Differenz n. d. V. nicl 
vor, ebenso wenig aber auch im Subtrahendus , da in ihm das sich for 
hebende Element überhaupt das niedrigste ist. Ebenso nun, wie man durc 
Multiplication mit der Einheit «(a?) = 1— a^*^p^"'P*»~* das niedrigste auf p*l 
folgende Element dieser Art fortschaffen konnte, kann man jetzt in d( 
umgeformten Function das nächst niedrige Element zum Fortfallen bringe 
und hiermit so lange fortfahren, bis man die primäre Form erhalten ha 
und hiermit ist jener Hauptsatz vollständig bewiesen. 

Ist F(x) speciell eine Einheit, also i = & = 0, so ist die zugehörig 
primäre Form offenbar gleich Eins, und man erhält so als CoroUar den Satz 

Zu jeder Einheit e(x) kann man stets eine complementäre Eir 
heit e\x) so finden, dass die Congruenz: 

e(x)e'{x) = 1 (moM.p% P') 
erfüllt ist. 
Denkt man sich eine ganze Function F(x) von x statt nach Potenzei 
dieser Variablen nach Potenzen der irreductiblen Function P geordnet, 8< 
erhält man eine Darstellung 

F(P) = AP + ^,p-^ + ...+^„ 

in welcher die Coefficienten A^^ ..., A, modulo P reducirt, d.h. von ni« 
drigerem als dem Titen Grade in x sind. Dividirt man nun F^x) durc 
eine Function 

^(P) = P+ß,P^-^ + ... + 2?„ 
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in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von P gleich Eins ist, so 
gilt genau ebenso wie bei der gewöhnlichen Darstellung der folgende wich- 
tige Satz: 

Eine ganze Function F(P) kann stets in der Form geschrieben 

werden: 
(7V) F(P) = <^(iP)G(iP)+R(P), 

in welcher G(P) eine ganze Function des («— &)-ten und R(P) 

eine solche von niedrigerem als dem kten Grade von P mit 

modulo P reducirten Coefficienten ist. 
Setzt man nämlich G(P) und R(P) als ganze Functionen jener Grade 
mit unbestimmten Coefficienten an, so ergeben sich bekanntlich fUr jene 
(*+l) Coefficienten ebenso viele lineare Gleichungen, aus denen sie sich 
als ganze ganzzahlige Functionen der Coefficienten Ai und B^ bestimmen. 
Jedoch werden dieselben im allgemeinen keineswegs modulo P reducirt, 
sondern von viel höherem Grade als dem Titen sein. Betrachtet man aber 
jetzt dieselben Gleichungen nur als Congruenzen modulo P, so bestimmen 
sich jene (^+1) unbekannten Coefficienten ebenfalls, aber als reducirte 
Functionen, und man erhält so zwei Functionen Go(P) und Ro(P) derart, 
dass in der Differenz F(P)-Go(P)^(P)~Äo(/') alle Coefficienten durch P 
tbeilbar sind. Setzt man jetzt 

F{P)^G.^{P)^{P)--R,{P) = F,{P), 

80 ist Fi(P) eine ganze Function von x, welche in x von niedrigerem 
Grade ist, als F(P), denn auf der linken Seite dieser Gleichung hebt sich 
das höchste Glied in F(P), nämlich -4oP gegen das höchste Glied in dem 
Producte der beiden reducirten Functionen 6ü(P) und ^(F) fort, weil in 
#(F) der Coefficient von F* gleich Eins ist. Ordnet man also jetzt Fi(F) 
nach Potenzen von F, so erhält man durch genau dasselbe Verfahren für 
diese Function eine neue Gleichung derselben Art: 

F,(F)~G,(F)^(F)-Ä,(F) = F,(P), 

wo F2(P) wieder von tiiedrigerem Grade in x ist als Fi(F). Fährt man 
also in derselben Weise fort, so gelangt man zuletzt zu einer Function 
F,(P)^ für welche die zugehörige Differenz gleich Null ist, d. h. zu einer 
Gleichung: 

F,{P)^GXP)^{P)-R.{P) = 0, 
und wenn man alle jene Gleichungen addirt, so fallen Fi(F), F2(P), ..., F^(JP) 
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auf beiden Seiten fort, und man erhält eine Gleichung: 

F(P) = (iG,(P))^(P)+(iß,(P)), 



i=0 ^ ^i=i) 



und diese stimmt mit der in (7\) angegebenen vollständig überein, wenn man 

G(P) = G„(P)+G,(P)+... + GXP), 
R(P) = Ä„(P)+/J,(P)+...+fi^(P) 

setzt; damit ist jene Behauptung bewiesen, weil ja G(P) und /J(P) als 
Summen reducirter Functionen selbst wieder reducirt sind. Ist speciell der - 
höchste Coefficient Ao in F(P) gleich Eins, so lehrt die Vergleichung der- 
höchsten Glieder in der Gleichung (7\), dass dasselbe auch für 6(P) der - 
Fall ist. 

Multiplicirt man nun die Gleichung (7*.) mit einer beliebigen Potenz 
p' von p, ersetzt darin p'F(P), p'^(P), p"~*G(P) und p'R(P) wieder bezw. 
durch F(P)^ ^(P), G(P) und ß(P), so ergiebt sich der wichtige Satz, wel- 
cher am Ende dieser Abhandlung benutzt werden soll. 

Ist F(P) eine beliebige ganze Function welche vom sten Grad^ 
in P ist, und den Zahlentheiler p*" besitzt, und ist ^(P) eine pri- 
märe Function vom Grade k-^s und vom Zahlentheiler p* ^ p'^ 
so besteht stets eine Gleichung von der Form: 

F(P) = G{P)<P{P)^-R{P\ 

in welcher 6(P) den Grad s—k und den Zahlentheiler p^"' be- 
sitzt, während ß(P) von niedrigerem als dem Aten Grade ist und 
den Theiler p"" hat. Ist speciell F(P) ebenfalls primär, so gilt 
dasselbe von dem Quotienten G(P). 



§5. 

Nunmehr kann das Verfahren zur Reduction eines einfachen Modul- 
systemes : 

(77) ^{p% F,{x\ ..., FXx\ P') 

leicht angegeben werden: Zu diesem Zwecke denke ich mir seine Elemente 
modulo (p% P*) nach Potenzen von p und P entwickelt und greife das- 
jenige heraus, dessen Anfangsglied von der niedrigsten Ordnung ist; das- 
selbe muss dann eine Potenz von P allein sein, da ja unter den Elementen 
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von C^) *^^^ ^^^ Potenz P* vorkommt. Es sei also 

jenes Element; führt man dasselbe in seine redneirte Form über, so erhält 
man ein neues Element von der Form 

welches den Elementen von (77) zugefügt werden kann, und dessen Coef- 

ficienten Ai^ -^2, . . ., A^^ sämmtlich modulo P(x) reducirt und durch p theil- 

bar sind. In dem so sich ergebenden äquivalenten Systeme können nun 

alle übrigen Elemente modulo ^o(P) in P auf den (fi(,'-l)-ten Grad reducirt 

werden; und so erhält man jetzt ein äquivalentes System: 

(i7) e- (^,(P), Fi'\x), F^^\x), ...), 

deaaen Elemente mit Ausnahme des ersten von niedrigerem als dem «„ten 
örade und alle mindestens durch die erste Potenz von P theilbar sind, und 
'^ar sei p*^' die höchste Potenz von p, welche in allen jenen Elementen 
''i^^Ca:) , . . . enthalten ist. 

Ich betrachte nun den Bereich [IT] aller durch den einfachen Divisor 
(^ theilbaren Elemente, d. h. alle Functionen 

(8.) F(x) = v.^,(P)+u,F['\x)+u,FP(x)+-' 

^^^ beliebigen ganzen ganzzahligen Coefficienten, und greife aus ihm alle 
Elemente heraus, welche durch /?**» theilbar sind. Da alle Elemente 
'7*\ FP^ . . . diesen Zahlenth eiler enthalten, so ist F(x) in (8.) dann und 
^^ dann durch p"^' theilbar, wenn dasselbe von u^ gilt, wenn also u^^=p^Ht!ii 
^ Alle jene Functionen und nur sie sind also in der Form darstellbar 

Fix) = tt,',(p<^.if,)+^,FP>+«i,Fr)+..., 

"• ^- ihr Bereich [/7i] ist die Gesammtheit aller durch das einfache Divi- 
Borertsystem: 

(/7,) = if'^.iP), F\'\x), Fi'\x)...) 

theilx^aren Functionen, dessen Elemente alle den Zahlentheiler p**' enthalten 
^^^ init Ausnahme des ersten von niedrigerem als dem «„ten Grade sind. 
^^^Äcshen den beiden einfachen Divisorensystemen (/7) und (/7i) besteht 
"^^ Beziehung 

(/7)e-(^>,(P), 770, 

^"^ xnan braucht daher jetzt nur das einfachere System (17^) oder den zu- 
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gehörigen Bereich [/7,] weiter zu untersuchen. Dieser neue Bereich ist 
ein Theilbereich von [77], und beide unterscheiden sich nur um die Maltipla 
von ^(i(P)j da nun alle Elemente von [/!,] Vielfache von p'^' sind, so er- 
kennt man ohne Weiteres, dass ^o(P) als eine Function des Bereiches [/7] 
definirt werden kann, welche durch p nicht theilbar und von einem mög- 
lichst niedrigen Grade in P ist. 

Um nun das so gewonnene System 

(770 e- (p^'^o, F^Cx), F^^\x), ...) 

weiter zu reduciren, verfahre ich genau ebenso wie bei dem ursprünglichen 
Systeme (17): Es sei wieder Fi^^(x) dasjenige Element von (/Zj), welches 
bei seiner Entwickelung mit einem Gliede p^'F"' von möglichst niedriger 
Ordnung anfängt. Dann ist 

^1 = dl und «1 <C «0, 

weil alle jene Elemente von niedrigerem als dem «oten Grade sind, und 
genau den Theiler p^' enthalten. Transformirt man nun wieder F^^^^x) in 
seine primäre Form, so erhält man ein neues Element 

dessen Coefficienten Bi(x) wieder modulo P reducirt und alle durch p theil- 
bar sind; fügt man nun dieses Element dem Systeme (/Jj) hinzu, und 
reducirt dann die übrigen Elemente modulo ^i(P) in Bezug auf P unter 
den iiiten Grad, so erhält man ein äquivalentes System 

(/70e-(*,(P), Fr^x), Fi'\x), ...), 

dessen Elemente F[^^(x) jetzt alle von niedrigerem als dem «iten Grade in 
P und mindestens durch p^'^^ theilbar sind. 

Es sei jetzt p'^^p^' der grösste gemeinsame Theiler aller jener 
Functionen. Greift man dann aus dem Bereiche [/7,] aller durch (//,) theil- 
baren Functionen: 

alle diejenigen heraus, welche nicht bloss durch p"^' sondern mindestens 
durch p*' theilbar sind, so findet man genau wie oben, dass ihr Bereich 
[77J mit der Gesammtheit aller durch das einfache System: 

(77,) = (j9*-'-''*,(P), Fp)(ar), Ff>(x), . . .) 

theilbaren Functionen zusammenfällt und, indem man die oben angeführten 
Schlüsse wiederholt, findet man den Satz: 



Hensel, Zurückführung der Divisorensysteme auf eine reducirte Form, 127 

Alle Elemente des Bereiches [/7j] welche durch p^ theilbar 
sind, bilden einen Theilbereich [/Jj] von [/7,], welcher zu dem 
einfachen Systeme 

(/7,) = (p^-^>*„ Fi'\ FP, ...) 

gehört. Die Elemente F};'^\ . . . sind in P alle von niedrigerem 
als dem ititen Grade und enthalten den grössten gemeinsamen 
Theiler p^\ Die drei einfachen Systeme (/7), (/Zi), (/Zj) hängen 
durch die Aequivalenz 

(77) e- (*o(n n,) ^ (*o(P), ^i(P), n,) 

mit einander zusammen, und *i(P) ist eine Function des Bereiches 
[/Zj], welche von möglichst niedrigem Grade in P, und genau 
durch p^^ theilbar ist. 
In derselben Weise kann man jetzt offenbar das System (/Jj) um- 
formen, und entsprechend weiter fortschreiten. Man erhält so eine Reihe 
primärer Functionen: 

^,(P), ^l(P), *2(P), . . . 

deren Grade 

^,, «1, «2, ... 

immer kleiner, ihre Zahlentheiler 

aber immer grösser werden. Bei Fortsetzung dieses rationalen Verfahrens 
mnss man also zuletzt zu einem primären Elemente ^y(P) kommen, welches 

in P vom nullten Grade, also einfach gleich einer Potenz p'**' von p ist. 
Da aber in dem zugehörigen Systeme 

(^.) = ( A F.'^ pn . . 

alle Elemente F/'^ mindestens durch p"*"'*'^ theilbar sind, so können diese 
fortgelassen werden, d. h. für dieses letzte Element ist 

(77,) ^/"^-^Xn, 
und aus dem Zusammenhange der Systeme (77), (77i), ..., (77^ ergiebt 
sich unmittelbar die Aequivalenz: 

(77) .- (*,(P), *,(P), ...,^.(P)), 

in welcher im Wesentlichen die gesuchte Reduction von (77) enthalten ist 
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§6. 

Die im vorigen Abschnitte auseinandergesetzte Rednction der ein- 
fachen Modnlsysteme (IT) kann anfgefasst werden als eine snccessive Zer- 
legung des zugehörigen Bereiches [11] in immer einfachere Theilbereiche. 

Innerhalb des Bereiches [IT] kann nämlich die erste Function ^ü(P) 
als ein Element von möglichst niedrigem Grade in P ohne Zahlentheiler 
charakterisirt werden. Alle Elemente von noch niedrigerem Grade besitzen 
mindestens die Potenz p"*' als Zahlentheiler. Alle Elemente von [77], welche 
jenen Theiler p^' besitzen, und deren Grad in P beliebig gross ist, bilden 
dann den Theilbereich [/ZJ von [77], und dieser gehört zu dem einfachen 
Divisor (/7i), dessen Herleitung aus (77) eben im vorigen Abschnitte an- 
gegeben werde. Innerhalb [H^] ist nun die zweite Function ^i(P) die- 
jenige des niedrigsten Grades, welche den Zahlentheiler p^' hat; alle von_ 
noch niedrigerem Grade enthalten mindestens die Potenz p^] dann con— 
stituiren alle Elemente von [77^], die diesen Theiler enthalten, den Theil — 
bereich [TTj] von [77,], und in derselben Weise hängen alle jene auf ein — 
ander folgenden Bereiche [77], [77,], ..., [77J unter einander zusammen.^ 
Da nun für die zugehörigen Divisoren (77), . . ., (77^) die Aequivalenze 
bestehen : 

(n,) ^ (^,(P), 77,, 0, (tlr) ^ /'' = *., C. = .. 1, ..., rK 

so erhält man allgemein die folgende Darstellung aller Divisoren (77,): 

(770 -^ (*.(n ^.^n. . . ., ^xny <^="' ^^ ••- '> 

Beachtet man aber jetzt, dass allgemein jedes Product 

dem nächst folgenden Bereiche [77,_j.i] angehört, da es den Zahlentheiler 
l?**'^* besitzt, so findet man so eine Congruenz: 

(8\) /^^^*,(P) = modd.(*,^„ ..., ^\), 

in welcher, wie in der vorigen Arbeit allgemein 

gesetzt ist. 

Diese Congruenz (8*.) kann man nun benutzen, um das System 
(^u(P), ^i(P), ..., ^p(JP)) auf eine eindeutig bestimmte reducirte Form zu 
bringen. Dividirt man nämlich zunächst das erste jener Producta p^' *ü(P) durch 
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Gleichungssystem (9.) von der letzten anfangend, durchgeführt, so 
man ein System dieser Art, dessen charakteristischen Eigenschaften i 
folgenden Satze ausgesprochen sind: 

Jedes einfache Divisorensystem (p% F,, . . ., F^, F^) kan 
rationalem Wege in ein äquivalentes System (^ü(^), ^iC^)) •••? ^ 
von lauter primären Elementen transformirt werden, welcl 
einander durch die Gleichungen 



p'^i^i = üb,,^, = 1, 

zusammenhängen. In dem hier auftretenden Coefficientensy 
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sind alle Diagonalglieder 6;^ primäre Functionen von F 
Zahlentheiler und allgemein ist jedes Element 6^^^ fllr das } 

System (p% 6;^^) auf seinen kleinsten Rest reducirt. 

Endlich beweist man nun wörtlich ebenso, wie dieses am Sc 
der vorigen Abhandlung geschehen ist, dass diese Reduction nur au 
einzige Art möglich ist, und hiermit ist die im Anfange dieser Abhai 
gestellte Aufgabe vollständig gelöst. 

Ich möchte noch die Bemerkung hinzufügen, dass ich diese 
am 1. Juli 1896 der Redaction dieses Journals übergeben habe; inzw 
bin ich bei Gelegenheit einer über diesen Gegenstand im Winter 1 
gehaltenen Universitätsvorlesung noch einmal auf die hier behau 
Probleme zurückgekommen, und es ist mir gelungen, die früheren l 
legungen und Beweismethoden wesentlich zu vereinfachen. Dies gi 
sonders für den hier zum ersten Male eingeführten Begriff des „eini 
Modulsystemes", für die Entwickelung der Functionen F(jr) nach Pol 
von p und P(x) und endlich für die Einführung der primären Func 
modulo (p% F^). Aus diesem Grunde habe ich die frühere Darstellung 
den neu gewonnenen Gesichtspunkten umgestaltet. 
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die linear unabhängigen Integrale einer homogenen linearen Differential 
gleichung mit beliebigen algebraischen Coefficienten sind, in allen Fälle 
thatsächlich aufzustellen, nachdem deren Bestehen in No. 8 der Abhandlun, 
Bd. 115 nachgewiesen und dieselbe dort zunächst mit Coefficienten, di 
rational die Zweige algebraischer Functionen enthalten, hergeleitet wai 
Aus dieser Darstellung der Coefficienten waren die rationalen Ausdrück 
derselben 1. c. unter einer besonderen Voraussetzung ermittelt, hier ge 
schiebt die Herleitung dieser rationalen Functionen aus der genannten Dai 
Stellung in einheitlichem Verfahren völlig allgemein. Die Anzahl jene 
linear unabhängigen Integrale kann niedriger sein, als das Product au 
Ordnung der Differentialgleichung und Anzahl aller Combinationen de 
Zweige in den Coefficienten beträgt. 

Die Nummern 3 und 4 enthalten Zusätze zu früheren Abhandlunge 
des Verfassers namentlich in Bezug auf Darstellung der Untergruppen i 
einer Gruppe von Integralen mit Exponenten, die sich nur um ganz 
Zahlen unterscheiden. 

1. 

Die Coefficienten der Differentialquotienten in einer lineare 
Differentialgleichung mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 
sollen rationale Functionen der unabhängigen Variablen x und von eine 
oder mehreren irreductibelen algebraischen Functionen sein. Hier wird da 
Schema von drei solchen Functionen w, t?, w angenommen. Von diese 
Functionen kann vorausgesetzt werden, dass in den irreductibelen Gle 
chungen derselben mit ganzen rationalen Coefficienten der Coefficient d( 
höchsten Potenz gleich 1 ist. Die ganzen rationalen Functionen vo 
x^ Uy e, w, in den Nennern der Coefficienten der Differentialgleichun 
sollen für eine in Betracht gezogene Combination von Zweigen der alg< 
braischen Functionen nicht identisch verschwinden. Es können auch einig 
der Functionen tt, t?, ta eine und dieselbe algebraische Function, vertrete 
durch verschiedene Zweige, sein. Wenn z. B. Ui und 112 zwei verschieden 
Zweige von u sind, so verschwindet die Differenz Wi— «2 nicht identisc 
und wird durch den Ausdruck u—e vorgestellt, in welchem u und v dieselb 
Function, vertreten durch verschiedene Zweige, bedeuten. 

Nun soll eine beliebige Combination eines Zweiges eon u, eines solche 
von V, eines solchen von w rational durch die unabhängige Variable x un 
eine andere algebraische Function ausgedrückt werden. 
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Die Function u enthalte a Zweige Ui bis u^, die Function r deren 
1 bis Vß, die Function w deren y, Wi bis Wy,, wobei auch der Fall auf- 
^^xiommen ist, dass unter den betrachteten Functionen u, e, w einige ein 
d dieselbe algebraische Function sind. Es wird der Ausdruck 

(1.) ^iWa + ^r^+^tTc = S^Bc U^l!...;^) 

^c=»i, ...» r 

l^ildet. Für die Grössen A^, A2, ^3 kann man rationale Zahlen wählen, 
dass die aßy Werthe von 5«^^ alle unter einander verschieden sind, 
^min nimmt man einen Punkt x=^ a, wo die a Werthe von u alle endlich 
unter einander verschieden sind, desgleichen die ß Werthe von t?, die 
J^ "V\rerthe von w, und ist Ui, bi, Ci eine beliebige Combination der Zeiger, 
(t^^ 629 C2 eine beliebige andere Combination derselben, so sind die 
Di:flFerenzen 

(2.) w,,~«i,^, r^-ct,, «'c-tt^c 

üiolit alle gleich Null. Für x = a und beliebige Werthe der A ist daher 
der Grössen 



identisch Null, demnach giebt es Gebiete der Variablen i, welche ein 
Stück der Axe des Reellen einschliessen, in denen keine der Grössen (3.) 
'Verschwindet. In dem Producte 

(i=a h-ß c—y 

(4.) n n n (s-s,6c) 

a=l b=l c=l 

•iöd die Coefficienten der Potenzen von S symmetrische Functionen in Be- 
«üg auf die Wurzeln jeder einzelnen der irreductibelen Gleichungen von 
*> €>^ w und ergeben sich mittelst derselben als ganze rationale Functionen 
von X mit Constanten, die sich rational aus den Constanten dieser Glei- 
chungen zusammensetzen. Das Gleichungspolynom (4.) sei durch F(S) 
bezeichnet, der Grad aßy desselben durch r und die r Grössen 

seien durch Sj, S2 bis S^ bezeichnet. Bei der Function u sei nun fi(i) der Zweig 
^^D M iu Si, «1(2) derjenige in S2, bis «i(^) in S^. Dann erhält man nach 
^^ ^^^grange^chen Formel 

CS.) f(s) |Ji|-+ JJL-+...+ J^j = i(S) 
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L(S) als ganze rationale Function von S (r— l)-ten Grades, deren Coefficien 
ten symmetrische Functionen in Bezug auf die Wurzeln jeder einzelnen de 
irreductibelen Gleichungen von u, e, w sind und daher als ganze ratio 
naie Functionen von x mit Constanten, welche aus den Constanten diese 
Gleichungen sich rational zusammensetzen, hervorgehen. Die der vorbei 
gehenden entsprechenden Formeln bei den Functionen r, tv seien 

(7.) F(S) j J^+ ^ +-+^! = »CS). 

(8.) f(S)|Ja_ + J^+...+ _5^! =N(S). 

Der erste Differentialquotient von F(S) nach S werde durch F'(S) bezeich 
net. Dann ergiebt sich aus (6.) (7.) (8.) 

(vgl. Weber Lehrbuch der Algebra I. S. 459). 

Die Function F(ß) sei nun in irreductibele Factoren zerlegt. Di« 
selben sind ganze rationale Functionen von S mit ganzen rationalen Fun« 
tionen von x als Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Poter 
gleich 1. Diese Zerlegung geschieht, indem mittelst der Entwickelungen d« 
Zweige von u^ c, ir bei a: = a die Entwickelungen der r Grössen S^ 
die in a alle von einander verschieden sind, aufgestellt werden, alsdan 
wird das in der Abhandlung des Verfassers Bd. 104 S. 2 beschriebet 
Verfahren angewandt. Eine beliebige Combination W(„), c^«), «?(„) und d£ 
entsprechende S„ gehört einem der irreductibelen Factoren von F(ß) ai 
derselbe sei *(S) und aten Grades, also *(S„) = 0. Die ßfeniannscfa 
Fläche als Gebiet für die Variable x in der irreductibelen algebraische 
Function S aus *(S) = werde durch T bezeichnet. Diese Fläche T ii 
a-blättrig. Dann entsprechen den a Blättern von T a verschiedene un 
unter einander zusammenhängende Combinationen der Zweige von u, e, « 
Man erhält diese Combinationen durch die Wurzeln der Gleichung ^(S) = 
in dem Funkte x=^a. Das Gebiet der unabhängigen Variablen x in 
(entsprechend bei t?, tr) breitet sich wieder über die Fläche T aus, es bc 
steht daher eine Gleichung für u mit ganzen rationalen Coefficienten un 
dem Coefficienten der höchsten Potenz gleich 1, wenn die Variable x bm 
die Fläche T bezogen wird, und das Gleichungspolynom derselben ist eir 
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2. 

I. Die linear anabhängigen Integrale einer homogenen linearen Dil 
rentialgleichang, deren Coefficienten die anabhängige Variable x und eine oi 
mehrere irreductibele algebraische Functionen z. B. drei Functionen u, v, 
rational enthalten, und in welcher alle Combinationen der Zweige von u, f>. 
vorgenommen werden können, ohne dass einer der Nenner in den Coefficien 
identisch verschwindet, sind, wie in Abhandlung Bd. 115 No. 8 bewiei 
ist, die Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung mit ral 
nalen Coefficienten. Wenn nicht alle Combinationen der Zweige zuläs 
sind, so kommt man durch die Transformation in No. 1 auf lineare Dil 
rentialgleichungen, die nur eine algebraische Function in den Coefficieni 
enthalten, und flir jede solche Differentialgleichung auf den vorigen F 
zurück. 

Bei der 1. c. angegebenen Herleitung der gesuchten homogei] 
linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten waren die Co 
ficienten der Differentialgleichung zunächst unter der Form eines Quotient 
aufgestellt, in dem Zähler und Nenner ganze rationale Ausdrücke der i 
abhängigen Variablen x und der Zweige von u, v, w sind. Die Existe 
der rationalen Functionen von x als Ausdrücke der Coefficienten der Dil 
rentialgleichung war dort nachgewiesen. Diese rationalen Functionen könn 
nun aus den vorhin genannten Quotienten auf folgende Weise immer hi 
gestellt werden. 

Die Zweige derjenigen in den Coefficienten der ursprünglichen Dif 
rentialgleichung enthaltenen algebraischen Functionen, welche unter einanc 
verschieden sind, werden rational durch eine algebraische Function und ( 
unabhängige Variable x ausgedrückt. Dieses könnte nach No. 1 gescheh( 
wo dann der Fall eintritt, dass nach dem verallgemeinerten dortigen Schei 
von u, f>y iD No. 1 (1.) einige der Functionen eine und dieselbe algebraisc 
Function sind. Man erhält jedoch an Stelle der dortigen Gleichung F(S) = 
durch folgende verwandte Betrachtungen eine Gleichung niedrigeren Grad 

Eine oder mehrere von einander verschiedene irreductibele algebraisc 
Functionen, etwa u, v, ir, seien gegeben. Die Zweige von u seien tii 
ti«, die von v f?i bis Vß, die von w w^ bis w^. Nun wird der Ausdm 
aufgestellt 
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sei ^(S) und aten Grades. Die Riemann^che Fläche als Gebiet der n 
abhängigen Variablen x in der irredactibelen algebraischen Function S a 
*(S) = sei durch T bezeichnet. Dann entsprechen den a Blättern von 
die a verschiedenen Ausdrücke, welche aus Si (1.) durch diejenigen Pc 
mutationen der Zweige von u unter einander, der Zweige von v nnt 
einander, der Zweige von w unter einander hervorgehen, die man erhS 
wenn x sich auf beliebigen Wegen, die nicht durch die Verzweigungspanb 
von u, f>y iD führen, bewegt. Diese Permutationen werden bestimmt dur< 
die Wurzeln der Gleichung *(S) = in dem Punkte x=^a. Die diesi 
Permutationen entsprechenden Substitutionen bilden die Monodromiegmp] 
der zusammen betrachteten Functionen u, v, w. Gemäss dem in No. 1 na( 
(9.) Bemerkten (oder nach dem Verfahren in Abb. Bd. 115 No. 1) ist d 
Grad a ein gemeinschaftliches Vielfaches der Grade a, ß, y. Die Würze 
von ^(jS) = seien Si bis S^. S„ in (7.) sei S^. Dann werden Zähler ui 
Nenner in (7.) auf einen Grad ^ a— 1 gebracht, und wenn der Nenner (7(5 
ist, mit 0(82). ..G(So) multiplicirt. Dadurch erhält man mittelst *(S) = fi 
die Zweige in den a Permutationen der Monodromiegruppe folgende Darstellui 



(8.) 






wo die Functionen (p^'\S) (A= l,...,a), /*>(S) (&= 1, ...,/?), (p^'KS) (/= 1,...,; 
ganze rationale Functionen von S höchstens (a— l)-ten Grades mit rationale 
Functionen von x als Coefficienten sind, deren Coustanten rational aus d( 
Constanten in den irreductibelen Gleichungen von ii, t?, tv und in der Glc 
chung ^(S) = sich zusammensetzen. 

Es waren nun die Coefficienten der gesuchten homogenen linean 
Differentialgleichung bereits unter der Form H:K aufgestellt, wo H und 
ganze rationale Functionen von x und den Zweigen von u^ t?, w sind. Hi 
werden für die Zweige von ii, v, w die Ausdrücke (8.) durch S^ eingesät: 
Der Nenner in einem beliebigen Coefficienten wird dadurch eine nie 
identisch verschwindende ganze rationale Function von Si, dieselbe s 
durch K(Si) bezeichnet. Dann werden Zähler und Nenner des Coefficienb 
mit dem Producte ff (S2), Ä'(Sj), . . . , ^(S J multiplicirt. Der Nenner ergie 
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mittelst der Gleichung $(S) = als eine nicht identisch verschwindende 

:tionale Function von x. Der Zähler wird zunächst eine ganze rationale 

nction von Si und eine rationale von x. Nachdem der Grad dieser 

DCtion mittelst $(S) = unter a erniedrigt ist, müssen die Potenzen von 

ausfallen wegen der Irrednctibilität der Gleichung ^(8) = 0, da der Ge- 

mtcoefficient in der Differentialgleichung bereits als rationale Function 

X nachgewiesen war. 

Man erhält also auf diese Weise die rationalen Coefficienten in der 
linearen Differentialgleichung hergestellt. Die Constanten in den-- 
en setzen sich rational aus den Constanten in der ursprünglichen Differenz 
ti€» Gleichung y den Constanten in den irreductibelen Gleichungen von u, v, w und 
d^fwm Constanten in der die Monodromiegruppe bestimmenden Gleichung ^(S) = 
Timmen. 

IL In Abhandlung Bd. 115 No. 8 war bemerkt, dass eine homo- 

e lineare Differentialgleichung mter Ordnung, deren Coefficienten eine 

mehrere irreductibele algebraische Functionen nebst der unabhängigen 

Vmriablen x rational enthalten, F^(y, n, t?, a?, a?) = 0, wo die algebraische 

J^^nnction u aus einer irreductibelen Gleichung aten Grades, e aus einer 

M>lohen /?ten Grades, w aus einer solchen ^'ten Grades vorkommt, und in 

''^^Icher alle Combinatiouen der Zweige zulässig sind, zwar für jede Com- 

binsition m linear unabhängige Integrale hat, dass aber die maßy Integrale, 

^^^ allen Combinationen entsprechen, nicht linear unabhängig zu sein brau- 

^^en. Als Beispiel war eine Differentialgleichung F = genommen, worin 

durch das System homogener linearer Differentialausdrücke mit in x, Uy 

rationalen Coefficienten 



F* 



estellt ist, in dem /"(y, x) die Functionen u, v, w nicht enthält. 

Es seien nun in die Differentialgleichung F^(y, Uy t?, a?, a:) = die 
Tntlichen Combinationen der Zweige eingesetzt, dann werden nach den 
gemachten Angaben successive die linear unabhängigen Integrale dieser 
erentialgleichungen in einer Differentialgleichung vereinigt. Nun sollen 
bei einer Anzahl n von Combinationen die Integrale unter einander 
*^^^m: unabhängig sein und für diese sei eine homogene lineare Differential- 
gleichung fiiiiter Ordnung hergestellt. Dieselbe enthält in den Coefficienten 
^e^c Combinationen rational. Die Integrale von F^(y, ti, u, «?, a:) = bei 



L 
Di 
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einer folgenden Combination seien von den vorhergehenden nicht alle lim 
unabhängig, aber wenigstens bei einem sei dieses der Fall, so ergiebt si 
aas beiden Differentialgleichungen für die gemeinschaftlichen Integrale ei 
homogene lineare Differentialgleichung niedrigerer als mter Ordnung, in dei 
Coefficienten die bisherigen Combinationen der Zweige rational vorkomm 
Diese Coefficienten enthalten also Zweige von u, v, w. Man kann nun 
diese Zweige die Ausdrücke (8.) bei Si einsetzen, wodurch die Coefficien 
der Differentialgleichung die neue algebraische Function S aus ^(S) = e 
halten. In einem solchen Falle erfüllen also einige Integrale der ursprüi 
liehen Differentialgleichung eine homogene lineare Differeutialgleichu 
niedrigerer Ordnung mit algebraischen Coefficienten. 



3. 

I. Bei einem singulären Punkte einer homogenen linearen Diffen 
tialgleichung, deren Coefficienten in der Umgebung dieses Punktes e 
werthige und abgesehen von demselben stetige analytische Functionen si; 
kann eine Gruppe von Integralen der Differentialgleichung, welche lin< 
unabhängige Integrale, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahl 
unterscheiden, in höchster Anzahl enthält, durch eine Reihe von Untergrupp 
ersetzt werden. Diese Untergruppen hat Herr Hamburger Bd. 76 diei 
Journals angegeben und Herr Jürgens hat Bd. 80 dieses Journals in folg< 
der Weise Untergruppen einer Gruppe durch Umgang in Integralen i 
den singulären Punkt hergeleitet. (In Betreff der Untergruppen vergleic 
man die Handbücher der Theorie der linearen Differentialgleichungen v 
Heffter und Schlesinger), 

Wenn das Integral Ui vorliegt 

1 +yi(log(x-a)y- 

wo (i— 11 den Binomialcoefficienten ^ "^ \^ "" bedeutet, < 

Functionen (p in der Umgebung von x^ a abgesehen von diesem Pun] 
einwerthige und stetige analytische Functionen sind, (px von Null versch 
den ist, so erhält man aus ux durch x-maligen Umgang um x = a in pc 
tiver oder negativer Richtung wieder ein Integral. Folgende Ausdrücke 
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WO n = (^— ö/^'^^VaC^)) y^a(ßO von der Form l+^c^Ca^—a)^ ist, die Ex- 
ponenten Ti bis r^ die Wurzeln der Exponentengleicbung sind, und bei den 
Integrationen das absolate Glied annallirt wird. Ueber die Reibenfolge der 
Wurzeln r^ bis r^ wird keine Voraussetzung gemacht; die Integrale (4.) 
können z. B. ans einem gleich Null gesetzten Systeme bei x^ a regulärer 
Differentialausdrttcke 

(5.) f(y, x) = yi, /;(yi, x) = y^, . • ., A-i(»*-i» a:) = 

hervorgegangen sein. Indem man eine gewisse Anzahl e Glieder in den 
%(x) entwickelt, alsdann die Integrationen in (4.) ausfuhrt, erhält man die- 
selbe Anzahl e Glieder in jedem Factor der Logarithmenpotenzen, und es er- 
giebt sich, welches die höchste Logarithmenpotenz mit nicht verschwinden- 
dem Factor in jedem Integrale ist. Wenn in einer Gruppe von Exponenten 
aus der Reihe Ti bis r^, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
worin sämmtliche Exponenten dieser Art vorkommen, der Exponent Qi den 
grössten, q, den kleinsten reellen Theil hat, so ist hierbei fUr die be- 
treffende Gruppe von Integralen in den yj jene Anzahl «^Pi— p,+l zu 
nehmen (vgl. Abb. Bd. 96 S. 242, Bd. 107 S. 78). Aus der ursprünglichen 
Differentialgleichung lässt sich eine homogene lineare Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten, die bei x = a regulär ist, herleiten, welcher 
die Factoren der Logarithmenpotenzen genügen (Abb. Bd. 87 S. 276, Bd. 96 
No. 15). Aus der hergeleiteten Differentialgleichung werden deren lineai 
unabhängige Integrale ohne Logarithmen, in denen die Exponenten sich 
von denen in der betrachteten Gruppe nur um ganze Zahlen unterscheiden 
aufgestellt unter der Form, dass die Anfangsexponenten in diesen Integralen 
sich um positive von Null verschiedene ganze Zahlen unterscheiden (Abb 
Bd. 87 S. 286, etc.). Nun werden durch diese Integrale linear und homoger 
mit Constanten Coefficienten die Factoren der Logarithmenpotenzen in der 
Integralen (4.) ausgedrückt. Diese constanten Coefficienten gehen aus der 
Entwickelungen der darzustellenden Functionen unmittelbar hervor. Zu- 
gleich ergiebt sich aus der genannten Differentialgleichung eine Recursions- 
formel für die Coefficienten der Entwickelungen mit constanter Anzahl dei 
Glieder (1. c. S. 289). 

Es sind also nun alle Factoren der Logarithmenpotenzen in den Inte- 
gralen einer Gruppe atis (4.) vermittelst derselben linear unabhängigen Func- 
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Constanten abgezogen und diese Differenz wird an Stelle jenes Integral 
gesetzt. Man erhält dadurch eine neae Gruppe III linear unabhängig 
Integrale in derselben Anzahl, in welcher die Integrale mit der höchst 
Logarithmeupotenz diejenigen aus den bisherigen Untergruppen sind, a 
in welcher die Integrale, deren höchste Logarithmenpotenz um 1 niedrig 
ist, linear unabhängige Factoren dieser Potenz haben. Durch letztere Im 
grale und die mit niedrigeren Logarithmenpotenzen ist nun das Integral a 
je einer der bisherigen Untergruppen, dessen höchste Logarithmenpote 
um 1 niedrigerer als die höchste der Untergruppen ist, linear und homog 
mit Constanten Coefficienten darstellbar. Man kann den Factor dies 
Logarithmenpotenz in dem Integral der Untergruppe durch die Factor 
derselben Logarithmenpotenz in den Integralen der Gruppe III, in den 
diese Logarithmenpotenz die höchste ist, nach (6.) ausdrücken und d 
durch erkennen, welche von diesen Integralen in den vorhin genannt 
linearen Ausdruck eingehen, alsdann eines dieser Integrale durch das Inl 
gral der Untergruppe ersetzen. Man erhält dadurch eine neue Grup] 
an Stelle der vorigen. Auf diese Weise stellt man schliesslich ei 
Gruppe IV von linear unabhängigen Integralen in der ursprünglichen A 
zahl her, in welcher die Integrale mit der höchsten Logarithmenpotenz di 
jenigen aus den bisherigen Untergruppen sind, die Integrale, deren höchs 
Logarithmenpotenz um 1 niedriger ist, linear unabhängige Factoren dies 
Potenz haben und unter diesen Integralen die aus den bisherigen Untc 
gruppen vorkommen. 

Wenn unter letzteren Integralen neben den aus den bisherigen Unte 
gruppen noch andere sich finden, so erfolgen aus diesen nach (2.) weite 
Untergruppen. Nun ist das vorige Verfahren wieder einzuschlagen ni 
fortzusetzen, bis die Gesammtanzahl der Integrale in den erlangten Unte 
gruppen die Zahl der Integrale in der Gruppe erreicht hat. 

Um dann ein Integral aus der ursprünglichen Gruppe aus (4.) dar< 
die Integrale der Untergruppen darzustellen, wird zuerst der Factor d 
höchsten Logarithmenpotenz nach (6.) durch die Factoren derselben Log 
rithmenpotenz in den Integralen der Untergruppen, welche diese als höche 
Potenz enthalten, linear und homogen mit constanten Coefficienten au 
gedrückt. Dann werden bei der um 1 niedrigeren Logarithmenpotenz v< 
dem Factor in dem darzustellenden Integral die Factoren in den vorig< 
Integralen der Untergruppen bezüglich multiplicirt mit den genannten Coi 
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stanten abgezogen and es wird diese Differenz nach (6.) linear und homogen 
mit Constanten Coefficienten durch die Factoren derselben Logarithmenpotenz 
in den Integralen der Untergruppen, welche dieselbe als höchste Potenz 
enthalten, ausgedrückt. In gleicher Weise ist fortzufahren. 
IIL Ein System normaler Elementarintegrale 

(7.) fix f dxfii^fi2f''' I dxfi^ifii jfi^^e'^Sdx 

sei vorgelegt, wo S die Integrale (4.) sind, w gleich Null oder von der 

Form 2 c^a(a;— a)~" ist, und die Exponenten in den fi sich von einer betrachteten 

Gtruppe nur um ganze Zahlen verschiedener Exponenten in den v (4.) nicht um 
g'&nze Zahlen unterscheiden sollen. Bei den Integrationen wird das constante 
Grlied annullirt. Der betreffenden vollständigen Gruppe nur um ganze Zahlen 
^^rschiedener Exponenten in den v entspricht eine Gruppe von Integralen 
C^^, in denen die Exponenten sich nur um ganze Zahlen unterscheiden. 
öiese Gruppe wird nach IL durch eine Reihe von Untergruppen vertreten. 

BSn Integral S dieser Gruppe sei durch die Integrale Sl, Sß etc. der 

Untergruppen ausgedrückt 

(8.) S = c.Sl+c^S^+-, 

*o also die c«, Cß etc. nach IL bekannte Constanten sind. Der Ausdruck 
(7.), worin die Entwickelung des Integrales S steht, sei durch T bezeichnet, 
^>id wenn in dem Ausdrucke (7.) an Stelle von S die Ent Wickelungen S«, 
^ etc. stehen, so seien die entsprechenden Ausdrücke durch T«, Tß etc. 
^^«eichnet. Dann ergiebt sich aus (8.) 

(9.) r= c,n+c^r;+-. 

■^^'irch (9.) ist der Zusammenhang zwischen den ursprünglichen Integralen 

* Und den Integralen T bestimmt. Es wird nun gezeigt, dass die Inte- 

ff^^le T', welche durch Einsetzen der S' aus einer Untergruppe der Form 

v^^-) an Stelle von S in (7.) gebildet werden, selbst eine Untergruppe der 

^ Onn (2.) liefern. Dieses ergiebt sich aus der Formel (3.) für einen 

""^aligen Umgang. In (7.) wird für S die Grösse S\ = u^ aus einer der 

^tergruppen (2.) gesetzt und in dem hierdurch hervorgehenden Integrale 

^ *) ein x-maliger Umgang vollzogen. Das Resultat dieses Umganges wird 

^•■^Hlten, wenn in (7.) an Stelle von S der aus S^ hergeleitete Ausdruck (3.) 

r^**^ und die Integrationen vollzogen werden (da die Integrationsconstante 

^^smal anullirt wird und die Exponenten in den fi sich von denen in der 

20» 
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Grappe nicht um ganze Zahlen anterscheiden, vgl. Abh. Bd. 96 No. 13 (17.)). 
Dieses Resultat wird also darch Formel (3.) ausgedruckt, wenn dort an 
Stelle von u^, ui_i bis tii tritt bezüglich Ti, TLi bis T[. Andererseits wird 
dasselbe Resultat durch Formel (3.) gegeben, wenn 7/ gleich ux in (2.) 
gesetzt wird, alsdann ux^i bis ti| aus (2.) entnommen werden. Es mtlssen 
nun in der auf diese Weise hervorgehenden Gleichung die Factoren gleich 
hoher Potenzen des Logarithmus auf beiden Seiten übereinstimmen und 
zwar für beliebige ganzzahlige Werthe von x. Hieraus folgt dann T'i = u^, 
ri_i = ti;t_i bis ri=ti|. Aus der Formel (7.) ergiebt sich: Wenn in einem 
Ausdrucke von S der Factor der höchsten Logarithmenpotenz (x—aYfp ist, 
so bleibt diese Logarithmenpotenz als höchste in der Entwickelung des 
Integrales (7.) und hat als Factor den Ausdruck (7.), worin (x—ayip an 
Stelle von S steht. Daraus folgt, dass in verschiedenen Untergruppen die 
Integrale T von übereinstimmender höchster Logarithmenpotenz linear unab- 
hängige Factoren dieser Potenz haben. Also wird durch Einsetzen der 
Integrale S' einer Untergruppe an Stelle von S in (7.) eine Untergruppe e 
Integralen T der Form (2.) erhalten ^ und es geht vermittelst der Reihe e 
Untergruppen der Integrale S' eine Reihe von Untergruppen der Integrale T 
von der in /. angegebenen Beschaffenheit hervor. 

Wenn man mehrere Ausdrücke (7.) hat, in denen die .a dieselben 
dagegen die Grössen u) in e*^ unter einander verschieden, S dieselben öden 
andere reguläre Integrale sind, und wenn man für jeden dieser Ausdruck 



(7.) nach dem Vorhergehenden Untergruppen bildet mit Exponenten, die» 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, so erzielt man im Ganzen wieder 
eine Reihe von Untergruppen von der in I. angegebenen Eigenschaft. 
Denn die Factoren der nämlichen Logarithmenpotenz in den Integralen, 
welche diese Potenz als höchste enthalten, sind linear unabhängig, was dar- 
auf zurückkommt, dass Grössen e'^tp, in denen die w von der Form in (7.) 
aber unter einander verschieden sind, die Entwickelungen der (p nur positive 
ganzzahlige Exponenten enthalten, linear unabhängig sind (vgl. Abh. Bd. 83 
S. 101). Dieser Fall tritt bei einer Differentialgleichung, deren Differential* 
ausdruck ein System normaler DifferentialausdrUcke ist, ein, sobald die in 
Abh. Bd. 96 No. 22 I A. c. angegebenen Bedingungen erfUUt sind. 

Bei einem singulären Punkte einer Differentialgleichung, in welcher 
ein System normaler Differentialausdrücke gleich Null gesetzt ist, seien die 
Gruppen der ursprünglich aufgestellten Integrale (Abb. Bd. 96 No. 21, 
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Canonical forms for the unique representation o: 

Kroneckers modular Systems*). 

(By Mr. Harris Hancock in Chicago.) 



ihe fundamental conceptions of modular Systems are foand 
Kronecker^ y^Grund^üge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Gröast 
a Festschrift zu Kummers Doclorjubiläum, which is reprinted in this jour: 
vol. XCII, p. 1—123. 

Professor Kronecker emphasized in this memoir the arithmetical i 
of algehra and gave a more extended and complete exposition of the res 
of previous puhlications and of his üniversity lectures. Algebraic questi 
are treated by arithmetical methods. In a more recent work (this jour 
vol. XCIX, p. 329 — 371) Kronecker employed his modular Systems in 
discussion of algebraic problems. 

Kronecker developed still farther the subject-matter of the „Grc 
Züge" in his later lectures at the Üniversity of Berlin. With the helj 
notes on these lectures Mr. Molk (Acta Math., vol. 6) has extended s( 
of Kronecker% ideas in a paper entitled y^Sur une notion qui comprend i 
de la divisibilite et sur la theorie generale de t elimination'^ . 

Prof. Hensel has contributed many valuable papers to this sab 
in the recent numbers of this Journal. 

Guided much by Kronecker lectures I (Quart. Journ. of Pure 
Applied Math., No. 106, 1894) have discussed the question of the „Reduc 
of Kroneckers Modular Systems^. 

In the present work I have shown that the most general modi 
System may be reduced to a form, which is of such a nature that, how( 

*) Diese Arbeit, welche am 15. Januar 1897 der Redaction zugestellt worden 

ist ohne Kenntniss der von Herrn Hensel in diesem Journal Bd. 118 Heft 3 über di 

Gegenstand veröffentlichten Resultate abgefasst worden. 

Der Herausgeber. 
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the reduction of the original System may have been performed, the final 
form which is äquivalent to my form, is identical to it. 



L 

Reduction of modular Systems into forms which haye as constant elements prime numbers raised 

perhaps to certain, powers. 

In the present discussion only integers and integral fauctions of the 
variable x with integral coefficients are admitted into the realm of inte- 
*), which may be denoted by [1, x]. 

Let A, Jlf„ ifji "M ^ßif A\ M[j Jlfz, ..., Ml be integral quantities 
belong to the prescribed realm of integrity. The equivalence (see 
references in the footnote below) of two modular Systems 

(üf,, M,, ..., M^l (M[, üf; ..., Ml% 

the congruence of the two quantities A, Ä with regard to one of these 
;ems may be defined by a System of equations: 

(A.) A^Ä^ZC^M[, A^A^ZC^m,, 

* * /A = l, 2,..., M 

(B.) M, = ZC^M[, M', = 2:C^M„ ^* = ''* "^ 




t 



^hich the Ca and C"s are also integral quantities of the realm of inte- 
[1, x]. 
These same equations serve also to define the equivalence of the 
forms 

a+'Im,x,, ä+'Imixi, 

A=l *=1 

C5e by means of equations (A.) and (B.) these forms may be transformed 
one into the other by means of substitutions with integral coefficients 

ich belong to the realm of integrity [1, a:]; and the equivalence of these 
linear forms is in turn characterized by the congruence 

A ^ Ä (modd.^i, ^2? •••? -^^^ 
^■•i connection with the equivalence 

(3f., M,, ..., M^)<^(M[, M',, ..., Ml). 



*) See Kronecker y „Grundzüge etc.", this Journal, vol. XCIX p. 3 et sq., and 
^ol. XCII p. 332 et sq.; or Moiky Acta Math., vol. 6, p. 20; or Hancock^ Quart. Journ., 
^0. 106, p. 152 et sq. 
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Again, if the u congrnences 



(* = 1, 2, . . - , m) 



M, = (modd.i»f;, M^, ..., Ml) 

exist, the modnlar System (^/j, ifs? • • •) M^) contains the System (M[^ JM^, ..., Ml) 
and, if the Systems mutnally contain each other, we have the equivalence 

(iüfi, iüfa, ..., M^) <^ (M[^ Ufa, ..., Ml). 

It is eeident that any System (ifi, Jf,, ..., ^^) may be transformed into an 
equwcdent System by adding to or subtracting from any element in the System 
one or more of the other elements; and any element may be added to a modular 
System or taken away from it, when this element is a linear homogeneous 
function of the remaining elements of the modular system. 
If fiti, fits, .. ., m^ are integers, then 

(wii, «12, . .., m^) f^ (rf), 

where d is the greatest common divisor of the elements that compoae 
the System. 

Consider next the modular System 



(I.) 



(A(^), AW, -.M /a.(^))» 



where the /^s are integral functions of x with integral eoeffieients. 
The greatest common divisor of two integral functions 

f2(x) = bo+biX+b2X^'\ hb^x"", 

where the a's and 6's denote integers, and where m^n, may be fonnd 
as foUows: 

Divide fi(x) by ^(aj) and let the quotient be g(^x) and the remainder 
r(x)^ so that 

Further let g(x) = •^' ^^^ , where Wi is the least common multiple of 

the fractions that may occur in the coefficients of g(x)^ so that therefore 

f M 
g^{x) has only integral coefficients. Also write r(x)=^ ^ '»^ ^ . 

Hence 

nifi(x)-g,(x)f2(x)+fi(x) = 0, 
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and similarly 






ii^_2A-2(^)-fl'i'-2(a?)/;_i(a:)+-/;(x) = 0. 
We must finallj come to a resalt 

ii^-,/;-i(a:)-flr„_,(a?)^(x) = 0. 

fr{x) is the greatest common divisor of the two given fnnctions. It may 
be a constant 

It foUows at once form the above series that 

n,f,{x) = (modd.^Ca:), f^(x)), 

n^f^ix) = (modd./3(x), f,(x)), 



(n 



and also that 



(2") 



n,_ify_i(x) = (modd./;_,(a?), /r(x)), 
«,-i/r-i(«) = (modcl./;(a-)); 



\f,{x) = (modd./i(a;), /äC«)), 
^(ar) = (modd.^(x), ^(x)), 

, /;(«) = (modd.A_,((c), /;_»(a;)). 



From the first set of relations we have 



(3") 



iij.ii2.ii3...ii,,_i/i(a:) ^ (mod./'y(a?)), 
ii2.ii3...«K_iA(a?) ^ (mod./;(a?)), 



ny_,f,^,(x) = (mod./;(a:)). 

Owing to the set of relations (2^% the eqaivalenee of (I.) is not altered 
wben fXx) is added to that System, which becomes 

Proceeding in the same way, we may find the greatest common divisor of 
fx(x) and A(ir). This divisor may also be added to the above System. 
Since the degrees of the fnnctions that are added in, are being continnously 
decreased, it is evident that by repetition of the above process a sufficient 
number of times, we must finally come to a numerical factor, which caU m. 

Jounal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 2. 21 
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The System may therefore be written in the form 

(m, /;(x), /i(a?), /3(a?), . . ., f^(x), f,(x), . . .). 

The coefficients in fi(x)^ /-^C^)) • • • n^^y he reduced so as to he at most 
eqnal to m— 1. Th'is we shall suppose häs heen done, and we shall retain 
the same notation. 

The functions /i(a:), /iCa?), . . . may have constant factors, so that we 
may write the reduced modular System in its most general form 

(II.) (m, m^f^(x), m^f^ix), ...), 

where m,, iiis, ... are less than m. 

If the integers iiii, m^ , ... are not all divisors of m, we can replace 
the System (wi, m^fi(x)y WaAC^?), • • •) ^7 ^^ equivalent System, in which all 
the constant factors of the fnnctions are divisors of m. For we may add 
to the given System any dement nfi(x)^ and we may so choose constants 
a and ß that ai7ii+/95 == ti, where t^ is a divisor of m, and similarly for 
fit2, etc. 

If m = /Lt.v, where /u. and v are relatively prime to each other, then 

(m, t,f,(x), tifiix). ...)f^ (u, tj,(x), tifi^x), ...)(n 'iA(^)j '2/^(0?), ...)• 
For the right-hand side of this equivalence is composed of the fonr Clements 

{lxfx(x\ l2f2{x), . . .)(tji(x), «2/2(3?), . . .), 

we may add to the System that contains these fonr Clements 

(afi+ßv){t,f,(x), hUix), ...) = H (say), 

where a and ß are integers that have been so chosen that afi+ßv = 1. 

The second, third and fourth Clements of the System are linear homo- 
gcneous functions of fi.y and H, and as they add nothing new to the System, 
may be left out of it. The System then bccomcs 

(/ii/, {afx+ßv)(tjx(x), tif2(x\ ...), 
or 

(m, lifi(x\ t2f2{x\ ...). 

Hence, since m = pt''P2S •••? where the p's dcnotc prime integers, any mo- 
dular System 

(m, tnifi(x)^ »»2^(a:), . . .) 
can be decomposed into 

(pts fnji(x), nhfiix), ...){p^, ^ifi{x\ nhfiix), ...)(... )(..0—(—)- 
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We have therefore te consider the modular Systems where the constants of 
the Systems are primes or powers of primes. 
The general form of such a System is 

(Pm\ ♦»i/'i(x), »12/2(0?), . . .). 

Since iiii, n^y ... are divisors oi p^*, the most general form of modular 
Systems, which may arise in the present investigation is of the nature 

ip\ P'~'9i(P^\ P*"V2(^), P*""V3(o?), . . ., p'-'^i(x\ p*-'*2(a?), . . ., 

pXi{x\ pX2{x\ . . ., ¥^i(a?), %(x\ . . .). 



(HI.) { 



IL 

Further reduction of modular Systems. 

1" When the prime is of the first degree, the most general form 
of the System is 

(P, fi(x)y f2ix), . . ., /;(a:)), 

Hl which the functions of x are so arranged that the degree of fi(x) is 
greater than or equal to that of /2(a:), the degree of /i(a:) being greater 
than or equal to that of /aC^), etc. 
Suppose that 

f,(x) = aoa:"+aia:"-*+-. 

The equivalence of the System is not altered if we add /i(x) repeated &— 1 
times, where ft is an integer such that fto^i ^ 1 (mod.p). The other coef- 
fidents we suppose reduced (mod.p). Hence keeping the same notation 
we may suppose that the coefficient of the highest degree of x in each of 
tbe functions /\(a?), ^(a?), . . . is unity, while the other coefficients are re- 
duced (mod.p). 

We may take out of fi(x) all multiples of /i(a?) as follows: 

f.(^) _. ^ fi(^) 

f.(^) " ^' AW ' 

where qi is an integer or an integral function of x, as is also /a(x). 
Hence 

A(^)-9iA(^)+A(^) = 0, 
or 

A(a:) = 0(/;(a:), /i(x)); 

21* 
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and therefore 

where fx(x) is of lower degree than either /i(x) or /iCa:). 

ContinniDg this process, the System finally rednces to the form 

(p, A-iCx), /;(x)). 

In this System either fr-\(j^) is divisible by A(a?), and the System is then 
eqnivalent to 

where f^(x) is an integral function of x, whose coefficients are all positive 
and less than p, or fy is an integer, and then the System is eqnivalent to 
nnity, *and ceases to be of interest. 

Proceeding as above, we may replace /^(a?) by f(x\ where the coef- 
ficients of the highest power of x in f{x) is nnity, and the other coefficients 
are rednced (mod.p), so that f(x) has the form To+Tia?+T2a?*4 h^^"*, 

where < t^ < p— 1> 

The eqnivalent modnlar System of the System (p, A(a?), /i(a5), ..., AC^)) i* 
therefore 

(1.) {p> f(^))' 

2". When the prime oecurs raised to the second degree in the 
System, its most general form is 

(a.) (p\ p(pi(x), p(p2(x), /;(j?), f,(x), ...)• 

We make the anxiliary System 

From (1.) above 

(p, fi(^)i /2(^)i • • ^ (py ?Q^))i 

where f(x) is a function having similar properties as f(x) in the System (1.). 
From this equivalence foUows that 

f,(x) = pF,{x)+Kx)l(x\ 
r.(x) = pF,(x)+f<ix)Ux\ 



where Fi(x), ^2(0:), ..., fi(x)^ AC^)? ••• are integers or integral functions 
of x with integral coefficients, which belong to the realm of integrity [1, x]. 



Hancock^ eanonical forms for the repreientaiian of Kronecker* s sy$iem$. 155 

It also foUows that 

fix) = J? Ux)g,(x)+pF(x), 

where gi,(x) and F(x) are likewise quantities of the realm [1, x]. 
We define the fanction f(x) by the relation 

f(x)=^r(x)^pFCx)^ JS n(x)g,(x). 

We have at onee from the relations above 

fj,(x) = pF,(x)+f(x)f,(x), ik = 1, 2, ,..) 

where F(x) belongs to the realm of integrity [1, x]. 

The fanction f(x) may be added to the System (a.), and writing in 
this System the valnes of fi(x)^ f2(j^\ . • • jnst derived, it becomes 

{p\ PV>iQ^\ PV>2{x\ ..., pF,(x)+f(x)f,(x), pF2(x)+f(x)f2(x), ..., f(x)), 
which System is equivalent to 

{p\ PSPi(^)) PV2(x\ . . ., pFi(x), pF2(x), . . ./^(a?)), 
that is, to 

{p(p^ Vi(,x\ V2(x), . . ., Fi(x), F^ix), . . .), f{x)), 
which from (1.) above, becomes 

(P(P. 9(^))i K^)) ^ {p\ P9(,x)^ /"C^))- 
The coefficient in g(x) may be considered reduced (mod.p), and those of 
/(or), reduced (mod.p^). 
Hence 

(2.) (p\ p(pi(x\ pcp2(x), . . ., f,{x), f2(x\ . . .) ^ {p\ pg{x\ f(x)). 

d^. When the third power of the prime enters the System, it may 
be written 

G>.) (p\ P'fi(x), pYaCa:), • • -7 P*i(^), P2^2(x\ . . ., V,(x), W^^x), . . .). 
From the auxiliary System 

(p\ p*.(x), p^.ix), ..., V,(x), W,(x), ...)^{p\ pG(x\ F{x)), 

we have 

«Pj(ar) = p''H^(x)+pG(x)Gi(x)+F(x)Fi(x), (»=1.2....) 

where ^^(0:), 6t(a;) and Fi(x) are quantities belonging to the realm [1, x]; and 
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where A(a?), ^„{x\ ^Fx{x) belong to the realm of integrity [1, o?]. Now write 

Then it follows that 

y,(x) = p'H.{,x)^pG{x)G,{x)-\-f{x)F,(x\ 

where H,ix) is an integral fiinction of x or an integer. 

It is clear that fix) may be added to the System (b.), which becomes, 
when the above valaes are written for V'iC^)) Vi{^\ • • • 

{p\ pYi(*). P'r2(.x\ . . ., /»«f.(aj), p*2(«), . . ',p'S,{x)+pGix)Ö^(x)+fix)F^ix), 

p''H,(x)+pGix)G,{x)+nx)Ftix), ..., A«)). 
This System is eqnivalent to 

ip\ pYiW, pY^C*). • • •, P*i(a5), p*2(aj), . . ., p'H,{x)+pG{x)Q^(je\ 

p^H^{x)-\-pG{x)G^{x\ ..., /(a:)) 
(3.) { «-» (p(p», p/i(a;), pf^{x\ . . ., *,(a:), *,(«), . . ., p^i(«) + G(a;)Gi(«), 

pH^ix)+Gix)G^{x), . . .), A«)) 
^{pip\ pOix), g{x)), f{xy)r^{p\ p'd{x\ pg{x\ fix)). 

The coefficients of d{x) may be considered redaced (mod.p), those of ^(x) 
reduced (mod.p^), while those of f{x) are redaced (mod.p^); and this is aa 
essential reason why the auxiliary System was taken having p raised to 
the second power. 

Proceeding in the same manner and taking the anxiliary System 
whith p raised to the third power, it is easy to see that the most general 
form of modalar System with p to the fourth power is equivalent to 

(4.) {p\ p'fix), p'g{x\ ph{x\ k{x)l 

where the coefficients of f{x) are reduced (mod.p), of g{x) (mod./>^, of 
h{x) (mod.p^) and of Ä(a?) (mod.p*). 

In general the modalar System having as constant term the n^ power 
of p is equivalent to 

(n.) (p% p-Y(^), P"~V(^)i P'^'Hx), . . ., r{x\ s{x\ t{x)), 

where f{x) has nothing to do with f{x) used above, and is redaced (mod.p)| 
g{x) is reduced (mod.p^), . . ., r{x) is reduced (mod./i"~*), 8(x) (mod.p*~*) 
and t{x) (mod.p"). 
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III. 

Ganonical forms for these Systems. 

Let US retnrn to System (1.) p« 154 which has the form 

(P, <?(^)). 
where the coefficient of the highest power of rr in tf (x) is unity, and the 
other coefficients have been reduced (mod.p). 

1" Suppose that the original System (p, fi{x\ f2{x\ . . ., /"«(a?)) has 
been reduced by a different method to the form 

where the coefficient of the highest power of x in 0^{x) is unity, and the 
other coefficients are at most equal to p— 1. 

The question naturally arises is 0^{x) the same function of x as is 
0(ai)y that is, is (^p, O^x)) the unique reduction of the original System. 

From the equivalence 

(I.) {P> Hx))e^(p, (?,(X)), 

we have 

0{x) = ^{x)0i{x) (mod.p), 

0,{x) = Vix) e{x) (mod.p), 

where ^{x) and V{x) are quantities belonging to [1, a?]. 

Multiplying both sides of the above congruences together, we have 

e{x)e,{x) = ^{x)W{x)e{x)e^{x) (mod.p). 

Since neither 0{x) nor 0^{x) is divisible by p, we may divido this congruence 
by the product 0(x)0^{x)^ so that 

1 = ^{x)W{x) (mod.p). 

Let the degrees of ^{x) and W{x) be m and n respectively, so that the 
congruence takes the form 

(ö,,x'"+aia;'"-'+.-)(6ü35"+6ia?*"'^ + — ) ^ 1 (mod.p). 

Since this congruence exists when the variable vanishes, and since the 
coefficients of the highest powers of x in 0{x) and 0^{x) are each unity, 
the congruence is of the form 

(0+04--+0+l)(0+0+...+0+l) = 1 (mod.p), 

or ^{x) = V{x) = 1; and consequently 6{x)^6^{x) (mod.p). 
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The coefficients of like powers of x in these two fanctions mnst be 
equal, since they are all less than p. Hence 0{x) = 0^(^x) and (p, 0{x)) may 
therefore be considered a canonical form for the unique represetUation of the 
modular system 

2" We consider next the redneed system in which p enters to the 
second degree. This is (p. 155) of the form 

{.P\ P9{^\ A^)). 
From the anxiliary system 

(P, gix), fix)) e^ (p, 6{X\ 

where the initial coefficient of 0{x) is nnity and the others are reduoed 
(mod.p), we have 

6{x) = (modd.p, g{x\ fix)), 

or 

pdix) = (modd.p', pgix\ fix))] 

and also 

fix) = eix)0^'^ix)-\-p(pix\ 

in which 6^^\x) and (pix) are integral funetions of the realm of integrity 
[1, x]. To save repetition all new quantities that are introdaced may once 
for all be considered as belonging to this realm, and for brevity we shall 
use the fanction sign alone for the fanction of x. 
The reduced system may be then written 

ip\ P9, po> pcp+ee^'^). 

But from (1.) 

gr ^ (modd.p^ 0\ 

and therefore 

pg ^ (modd.p^, p6\ 
so that we may omit pg from the above system, which becomes 

ip\ pO, pcp+ee^''). 

Owing to the presence of p^, p6 within this system, we may suppose that 
the coefficient of the highest power of x in 6^^^ is nnity, while the others are 
reduced (mod.p); that the coefficients of (p have all been reduced (mod.p), 
and that the degree of cp is less than that of 6. 
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We may therefore assame in this System that: 
a) Initial coefficients of and 0^^^ are unity; 
... b) y is of less degree than ö; 

c) all the coefficients of the respective fanctions have been re- 
duced (mod.p). 
If by any other method of procedure the general System (a.) p. 154 
has been reduced to a form 

and if the conditions (A.) are trae for the corresponding Clements of this 
System, then from the eqnivalence 

(IL) {p\ pO, ptp+ee^'^) ^ (p^ pO,, pcp,+e,e['^), 

it may be shown that ö = öi, (p = cpi and 0^^^ = ö{^\ 
For it follows from (IL) that 

p(Pi+OA'^ = pOf+{p(p+ee^'^)g (mody); 
and therefore 

e,ep = eo^'^g (moä.p). 

And in a similar manner 

öö<^> = e.ei'^g, (mod.p). 

These two congruences, when multiplied together, give 

ee^'^0,0['^ = O0^'^0,e['^gg, (mod.p), 
or 

1 = gg, (mod.p). 

Hence as on p. 157, gr = gr^ = 1, and consequently 

(1.) 00^'^ = 0A'^ (mod.p). 

Forther from (IL) we have 

p0^ = p0.F+{00^'Hp(p)G (mod.p'). 

Hence (p 0^^^ G is divisible by p, and consequently also G, so that we write 
0=^Gi.p] then from the above congruence 

öl = 0.F+{00^'^+p(p)G, (mod-p), 
or 

0, = 0[F+0^'^G,) (mod.p). 

In the same manner it may be proved that 

= ö,[Fi+ö{>)GP>] (mod.p), 
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and conseqnently 

Hence as above 

F+Ö^^>G, = F, + Ö[>>Gr> = l, 
and therefore 

^ Ol (mod.p); 

bnt as the coefficients of both and 0i have been reduced (mod.p), 

= ö,; 
and conseqnently from (1.) 

Owing to the equivalence (IL) we have 

(P\ p6> PV+00^'')^(p\ pOu pcp,+0A'\ pcp + 00''') 
or, since 0^0^ and 0^'^ = 0['\ 

ip\ pö, p(fV00''')^{p\ p0, PVi+0O^'\ Piv-Vi))' 

From the last equivalence foUows that 

p{(p-(p^) = p0.B+(p(p+00^'^)A, (mody), 

and conseqnently A00^^^ must be divisible byp and therefore A is divisible 
by p, so that we may write A = Aip. 
iThe congruence becomes then 

(p-(p, = 0.B+{p(p+00^'^)A, (mod.p), 
or 

(p-(p, = 0[B+A,0^'^] (mod.p). 

Since the degree of is greater than that of either (p or ^i, it follows 

that B+Ai0^^^^O (mod.p), and conseqnently also y-^i^O (mod.p) and 

therefore 

(p = (p,. 

We may therefore regard {p^, p0, p(p-\-00^^^) as a canonical form for the 
unique representation of modular Systems that have a prime ocurring to the 
2"^ degree. 

3" The reduced form of modular Systems, in which p^ enters, was 
found (p. 156) to be of the form 

(P\ P'f(^\ P9(^)j A(^)> 
Make the auxiliary System 

1) (P\ Pfi^\ 9(^1 h{x)) ^ {p\ p0{x\ p<p{x)+0{x)0^'\x)), 
the conditions (A.) p. 159 being fnlfilled. 
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It is evident from 1) that the equivalence of the reduced form is 
not affected when the elements p^O{x)^ p'^(p{x)+pO{x)0^^^(x) are added to 
it (see p. 158). The System becomes then 

ip\ p'n p'o, P9. p'v+poe^'\ A). 

SincepYis linearly expressible in p^, p^O^ p^(p+pOd^^\ as is also pg, these 
terms may be omitted from the System, which becomes then 

{p\ p% p\+ped^'\ h). 

Further from 1) we have 

A = p^tp{x)+pee^'^+{p(p+ee^'^)(p^'\ 

The System which we have to discuss is 

ip\ p'^y p'(p+pO0^'\ p''tp+p00^'^+p(p(p^'^+ee^''^(p^'^). 

Owing to the presence of p^, p^O, p^(p+p00^^^ whithin this System, we 
may snppose that the initial coefficient of cp^^^ is nnity; and we may assame: 

a) the initial coefficients of ö, 0^^^ and q)^^^ are each nnity; 

h) (p and yj are of lower degree than ö; 

c) 0^^^ is of lower degree than ö^'^; 

d) the coefficients of all the fanctions are reduced (mod.p). 
Suppose that the original System was reduced by another method to a form 
corresponding to the one just written, where the corresponding elements 
conform to the conditions (B.), so that 

( {p\ P'0y p'(p+p00^'\ p''ip+p00''^+p(p(p^'^+00^'^(p^'^) 

-^ (p\ p'0u P'vi+p0i0['\ p'y^.+p0i0?'+p(Pi(p[''+0i0[''(p[''.) 

Whe shall see that the corresponding elements are identically equal. 

As in the preceding investigations it foUows at once from this eqni- 
valence that 

00(^)cp^^) = Ö,örVPVi (mod.p), 
and 

ö^öpVp) = e0^'>(p^'^f (mod.p); 

consequently ffi^ 1 (mod.p), and therefore f^=f=l^ to that 

(1.) 00^'^(p^'^ = 0,0['^(p['^ (mod.p). 

We have further from (III.) 

p0,d[^^ = p00^'^B+{p0e^'^+p(p(p^'^+00^'\^'^)A (mod.p^), 

from which foUows that A must be divisible by p; and writing A=pAij 

22» 
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we have 

öiöP> = ee^'^[B+(p^'^A,] (mod.p), 
and similarly 

öö^o = e,e[\][B,+(p['^A['^] (mod.p). 

Hence as has been shown above 

and 

(2.) 00^'^ = e,e^] (mod.p). 

W hence on referring to (1.) 

We find again from (III.) that 

where A, B and C are used for convenience and have nothing to do with 
the same quantities previonsly used. 

From this congrnence one sees that A=pAi^ and therefore 

(a.) p0,^peC+[p(p'\'00^'^]B+[p'ip+pe0^^^+p(p(p^'^+e0^\^'^]A^ {moä.p% 
and also 

00^'^[B-\-(p^'^A,] = (mod.p), 
or 

B = -(p^'^A^+pB,. 

Write this value of B in the above congruence, and it becomes 

pO, = p0C+pcp[^y)^'^A,+pB,]-\-00^'^[^(p^'U,+pB,] 

+[p'yj+p00^'^+p(p(p^'^+00^'^(p^'^]A, (mod.p^), 
or 

p0, = p0C+p^(pB,+p00^'^B, + [p^yj-\-p00^''^]A^ (mod.p^. 
Hence 

0, = 0[C+0^'^B,+0^'^A,] (mod.p); 
and similarly 

= 0,[C^'^+0\''B\'^ + 0['^A\'^] (mod.p), 

and Gonseqnently as above 

(3.) = ö,. 

This combined with (2.) gives 

Remark. It might happen in (a.) that B=pB^ and A^p'^Ai. 



(lli'O J 
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It follows then at once that 
or 

e, = e[c+e^'^B,+e^'^(p^'^A,] (mod.p), 

with an analogous expression for 6, The same reasoning is then applicable 
as was ased before. 

Proceeding as on p. 160, we write the equivalence (III.) in the form 

•^ (p\ p% p'(pi+poe^'\ p'[%-vl p'rpr+poep+p(p,(p^'^+ee^'Y'\ 

p\y^^-V)+pO[O['^''0''']+p(p'''[cp^-'Cp]). 

From this equivalence we have 

P' [Vi -(p] = p^0c+ [p'^cp +p ee^'^] 6 + [p> +p Öö(^>+p cpcp^'^ + ee^'^ <p(^>] a (mod.p^. 

It may be shown precisely as in the derivation of (3.) above, that 

9),-<p = ö[c+ö^^>6i+ö('>aj (mod.p). 

Since the degrees of (p^ and q> are both less than the degree of (cf. (B.) 
p. 161), it follows that 

(p = ^1. 

Again from the equivalence (III'.) we have 

p'(v^i-V')+pö[d<^>-ö^'^ = p'dc+[p^g)+pee^'^]B 

+[p^yj+pe0^^^+p(p(p^'>+ee^'^(p^'^]A (mody). 
Hence 

A = pA,, 
and 

Ö[ÖP>~Ö^^>] ^ e0^'^[B+(p^'U,] (mod.p), 
or 

Since ö^^^ is of higher degree than either 6[^^ or 0^^\ it is evident as 
above that 

Since tpi and ip are of less degree than 0, it follows also as above that 

tp = ip,. 

We have thns proved that all of the corresponding Clements in the equi- 
valence (III.) are identically equal, so that we may consider the system 

(p\ p'e, p'(p+pee^'\ p'ip+pee^'^+cptp^'^+ee^'^cp^'^) 
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as the canonical form for the unique representation of modular Systems that 
haee as constant dement p^. 

4". The reduced System which contained p*, was found (p. 166) to be 

{p\ P^f, P^9, pK *)• 
Makiug use of the auxiliary System 

{p\ p'n P9. h, k)^{p\ p'o, p'<p+p6e^'\ p'tp+poe^'^+pcpcp^'^+de^'^cp^'^), 

where the couditions (B.) p. 161, are fulfilled, it is found that the eqnivalence 
that corresponds to those hitherto discnssed, is 

(p\ p'^y p\+p''oe<'\ p'yj+p'de^'^+p'(p(p^'^+pee^'^(p^'\ p'x+p^oo^^^ 

(IV.) j ^(ip\ p%, p'(p,^p'0A'\ p'y^i+P%o['^+p'(pM''+P&A''<p?\ 

p'xi+p'oA''+p'<pM''+p'y^M''+P^i^{''v^^^ 

+p(^,<V;r)+(?,(?p)<V4^)). 

Corresponding to, and derived in the same manner as the assnmptions (A.) 
and (B.) p. 159 and 161 respectively, we may assnme here that: 

a) the initial coefficients in 6, 6^^^, (p^^^ and yj^^^ are unity; 

b) the degrees of y, ip and x ^re lower than that of 0] 
(C.) c) the degrees of 0^^^ and 0^^^ are lower than that of 0^^^] 

d) (p^^^ is of lower degree than y^*^; 

e) the coefficients of all the fiinctions are reduced (mod.p). 
If we consider (1.) p. 161, it is seen that here 

(1.) ö(?^^VCi)^(i) = e,e['^ (p['hp['^ (moA.p). 

From (IV.) we have 

p ^A'^ <p['^ = P Oe^'^ V^'^B+[p 66^' Y^^ +p de^^^ ip^'^+p cp q>^'^ rp^'^ + 00^ '^ (p^^^ tp^^^] A 

(mod.p*); 



and hence 
so that 
and 

therefore 

(2.) 



A = pA^, 

^^»Vl'^ ^ <?^('V^"[ß+V^''^.] (mod.p) 



^^('V 



0) 



öiö|'>yl''[ßj+V/f'M}'>] (mod.2>), 



^^(i)y(i) = Ö,<?{'V}'^ (mod.j9) 



aod coDseqnently from (1.) 



V^*> = VP'« 
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SO that 

B = -Airf^^'^+B,p. 

Substitute these values in the congnience above, divide by p and it becomes 

p% = p'e.D + [/ <p+p öö('>] c+[p''tp+p de^''^+p<p<p^'^+ed^'Y'^] [-a^ v^'^+ß» p] 

or 

;)d, = pe.D+[p<p+ee^'^]c+[p'rp+pee^''*+p<p<p^'^+ee^'^<p^'^]Bi 

Hence 

ÖÖ<'>[C+y(''ßi+y(='>^,] = (mod.;)), 

and consequently 

C = -</)<'> ß,-yt'Mi+;)C,. 

Give this valne to C in tbe above congruence and we have 

pe, = ;)d.D+[py+ÖÖ<»>][-y('>B,-(/)W^,+pC,] 

+[j9>+pÖÖ<^>+jjyyt»+ÖÖ<'>y(>)]ß,+[/;t+J»öd('Hpy9^'^+ÖÖ(>V^'']^i(mod.p'), 
or 

ö, = d.Z)+[py+Öd<'>]C,+[j9i;/+ÖÖ('>]ß,+[;);C+ÖÖ<»>]i4, (mod.p) 

i. e. 

d, = d[D+ÖiC,+ö<'>ß,+rM,] (mod.p), 

and in a similar manner 

e = Ö,[Z),+ö{'>C<'Hör>ß{"+Öi'^4p)] (moA.p). 
Hence 

(4.) <? = ö., 

and therefore from (3.) 

From (IV.) we form the eqnivalence 

(p\ p% p^(p+p'de^'\ ;)V+/öö<*'+/9)y''>+/)öö(»V(« 



(IV.) 
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Write A=pAi, and this becomes 

Hence we have 

<?<?(') [y «-</>«] = Ö<?('>(^(»^[ß+V'^'>^,] (mod.;)), 
or 

[<pW-yW] = 9)('5[ß+v/('M,] (mod.^]. 

The degree of y^'^ being higher than that of either (p^^ or (p^'^\ we have 

Write B = — v''M,+j> ßi in the above congraence and dividing by p we have 

p\Xi-x]+O[6f^-6^'^]=pG.D+[p(p+O0^'^Ci-\yrp+pe6^'^+p(p(p^'^+66^'^(p^'^']Bi 

It follows that 

or 

[(?(')_(?w] = <?(')[C4ß,9'^'^+^i9'^'^] (mod.j9); 

and since the degrees of 0^^ and Öf^ are less than the degree of 0^^\ it is 
necessary that 

As has been repeatedly dedaced 

The degree of d being greater than that of x ^^ Xi^ ^^ ™^8t l^ave 

1^6 have thus seen that corresponding elements in the equivalence (IV.) are 
identical, and we may therefore consider the modutar- systern 

as a canonical form for the unique representation of modular Systems in which 
p to the fonrth power enters. 
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5" We consider next the relations that exist among the forms which 
we have derived: 

p^X-Vp" OO^'^+p' (p^'^^+p' ftf^'^+p 00^'^ y<'^ j9 ^tf ^> v^*)+j9 (p(p^'-'> yP-\- tf Öf'> y(') y/')). 
Write 
Jlf, = 0, 

if, = p(p-Sree^'\ 

Mt = p^x-^p''dd'-^^+p'y^'^'^+p''ftff^'^+p6d^'Y'^+pde''''Y'^+p ^^^'Y'^+6e^*Y'Y'^. 

Hence 

We may therefore write the canonical forms: 

(p\ p'M„ pM„ M,), 

ip\ p'M,, p'M,, pM„ M,), 

{p\ p'M,, p'M„ p'M„ pM,, M,), 

{p\ p'Mu p*M„ p'M,, p'M,, pM„ Mo), 



where Mi is expressed linearly in terms of M^, M^, M2, M^ by the formala 
above, and when expressed in terms of the elements that constitate the 
System analogous to that given on p. 164, 

23* 
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Ms 


= p*o+p' 


<?<?w +p' 


<?Ö('^yW ^.p 


^^C) y W ^« 4- ^Ö(" y (» i^'>;((') ; 




+ 


jP5pW+ 


eem^'^) 4- 


tftf(»^p;^(i) 




+ 


1//!/;«+ 


yy('>^W + 


tf^W ^(1)^(0 




+ 


XX''' + 




and 






y;^(.)^(.) 


Ä'e = p'r+p* 


Ötf(« +p' 


1 


^^(•) y f ') i^(');f W 4- Ötf (') y (" V^')^(t 


+ 


^^w 4. 


ee(^>tf,m + 


ö(?(0^«;j« 4. 


eßW^m^maO) 


+ 


tfjip^^>+ 


^^(1)^(3)^ 


00m,f,{i)^m 4. 


ÖÖ(')yW;fO)oO) 


+ 


XX''' + 


0e(.^)^o) ^ 


y^(.)^(.);^(^)4. 


ööP>('V^o('> 


+ 


aa^'^ + 


yy«;f(') + 


dd^'^^^aW 4. 


yy(')^(«;C(')o(') 




+ 


^^(.);,P) + 


<9<9t'>V'^'^o^'^ 




+ 


öö^öO + iyjyjOv^'^)«;«» 




+ 


9!9><')o(" + ÖÖW;^(')o<'> 




+ 


V;,;;(^)oC') + i y>yW;fO)0O) 




+ 


;,;,(.) aO) + 


^vyv'^"^'^ 







We note that the System which contains p has 2 terms, the one that 
contains p^ has 2^ terms, that ia which p' enters has 2' terms, while 2° terms 
are fonnd in the System that has p'^ as constant element, etc. 

Further in Mc the number of terms that have p* (&= 1,2, ...,6—1) 
as factor, is given by the coefficient of that power of p in the binomial 
expression (p+l/""'; which is true in general. 

When Systems of the above forms are placed eqaivalent to each 
other, as for example (IV.) p. 164, they are identical. The proof for cases 
in which higher powers of p enter, is precisely the same as that given for 
the cases above. These forms may therefore be regarded as canonical 
forms for the nniqne representation of Kronecker'B modular Systems. 




Druckfehler. 
Es ist zu setzen: 

S. 148 Z. 5 V. u. Kronecker' s; S. 156 Z. 2 u. 7 f statt \p; S. 156 Z. 9 pG(x)— C,(«); 

S. 156 Z. 4 V. u. p'r(a;), p»(x), t(x); S. 159 Z. 7 v. u. ÖÖ<'>G statt (fO^tß; 

8. 163 Z. 1 V. u. p(p(p<'>; S. 164 Z. 7 v. u. 0,0\^^ff\^^ = ctc.; S. 164 Z. 5 v. n. ^V'^V? 

S. 165 Z. 9 V. u. q>W = qpO); s. 166 Z. 20 ÖOC,; 

S. 166 Z. 5 V. u. p'ö, p'g), 4-p»ÖÖ0), p'[7),— qp], pV,+ etc. 

S. 166 Z. 1 V. n. ist 4* ^^^ Anfang zu tilgen. 



i 
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lieber die Verzweigung der dreiblätterigen 

Riemann&fihßii Flächen. 

(Von Herrn L. Baur in Darmstadt.) 



In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, wie meine ünter- 
snchangen über die Functionen eines kubischen Körpers ein durchaus an- 
schauliches Beispiel liefern zur Erläuterung der allgemeinen Entwickelungen, 
die Herr Hensel in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 17. Oc- 
tober und 28. November 1895*) veröffentlicht hat. 

Ohne irgend welche Beschränkung der Allgemeinheit kann die Grund- 
Gleichung eines beliebigen kubischen Functionenkörpers £2 in die Form 

innd 

f2 = A1A2U 621 

/3 = A\A,B'h, 

gesetzt werden derart, dass A^^ A2^ By h2^ K ganze rationale Functionen 
^von X sind, dass das Product A^AiB keine mehrfachen Linearfactoren be- 
sitzt, dass A2 prim zu A^ und schliesslich A4 prim zu AiBh^ ist. Bedeutet 
^ann // die Discriminante der Grundgleichung, so ergiebt sich 

J = ^A\AIB*D^J,, 

D eine vermittelst des Euklidischen Verfahrens zu bestimmende, mit 
und /a theilerfremde ganze rationale Function von x ist und das Pro- 
duct AiAzBJs ebenfalls bloss einfache Linearfactoren besitzt. 



*) Neben diesen vergleiche für das Folgende meine Arbeiten im 43. und 46. Bande 
der Math. Ann. 
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Hiernach erhält man für den grössten gemeinsamen Theiler Di aller 
Determinanten tter Ordnung und für die Elementartheiler E^, E2, £3 de» 
Systemes 




in welchem y,, ^2, y^ die drei conjngirten Werthe von y bezeichnen, du 
Aasdrttcke 

D^ = con8t.y7 = A^A2B'DJ^ 
and 

iSi = 1, 

£3 =r a.aIb^djI 

Bedeuten also weiter a:— a„ x—b, x—d, x—d^ beliebige Linearfactoren vo 
bez. Aiy B, D und z/3, so sind nach dem oben Gesagten die Factore 
X'-Oi und x—b alle verschieden von x—d und a?— ^3, und es heissen dem 
nach die Elementartheiler und die kleinsten positiven Reste ihrer Ebt: 
ponenten 

für die Stelle a, bez. 1, (x-öi)*, (a?--a,y und 0, ^, 0, 

■ - - «2 - 1, (a?-a2)*, (0^-02)* - 0, ^, I, 
. - - 6 - 1, (x~6Ä (x-Ä)* . 0, I, i. 

Auf den Exponenten von x—d haben die Factoren A^^ A-i und B sicher 
keinen Einfiuss; ist ferner D theilerfremd mit ^3, so hat der kleinste posi- 
tive Exponentenrest von x—d den Werth 0, wodurch die weiteren Schlttaae 
nicht berührt werden; ist aber ein Factor x—d gleich einem Factor x-^Aiy 
so ivird dadurch der kleinste Exponentenrest des betreffenden Factors nicht 
verändert, die kleinsten positiven Reste der Exponenten der Elementar- 
theiler für die Stelle d^ heissen vielmehr jedenfalls bez. 0, 0, \. 

Die betrachteten Reste bilden also jedesmal nur eine Bruchseqaeius 
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und zwar 

für x—Qi und x—d^ die Sequenz [^] = (0, ^), 

- ^-«2 - x-b - - [^] = (0, ^, I), 

es findet mithin nach Herrn Henseh erster Arbeit im Endlichen bloss an 
den Stellen ai, et,, aa und 6 eine Verzweigung statt, und zwar hängen in 
4ler zugehörigen /{temanitschen Fläche 7 an den Stellen a^ und d^ ]^ zwei, 
&n den Stellen ^2 und 6 je drei Blätter zusammen: ein Resultat, welches 
-mit dem meinigen insofern völlig übereinstimmt, als ich gezeigt habe, dass 
die Discriminante des Körpers i2 durch die Gleichung 

gegeben ist und dass demnach, wenn man die Grade der hier auftretenden 
Factoren durch die entsprechenden Buchstaben des kleinen griechischen 
Alphabetes bezeichnet, dieser Körper im Endlichen a^+d^ einfache, a^+ß 
zweifache durch die Gleichung J(£T) = gelieferte Verzweigungspunkte 
besitzt. 

Was die zweite der eingangs erwähnten Arbeiten angeht, in welcher 
Herr Hensel die Verzweigung der drei- und vierblätterigen Riemannschen 
Flächen näher betrachtet, so ist jetzt unter Berücksichtigung der S. 171 er- 
^v^ähnten Eigenschaften der Functionen A^^ ^^2, B, A2 und A«: 

und 

const. "^^ = A\aIb^DJI 

I>as auf der rechten Seite auftretende Product enthält den rationalen 
Theiler D oder auch BD, und wenn man durch diesen dividirt, so erhält 
der betrachtete Quotient die reducirte Form 

^ine Form, welche der von Herrn Hensel geforderten vollständig entspricht 
Sowohl bezüglich der Anzahl der Factoren und der Grösse ihrer Exponenten 
^Is auch bezüglich der Thatsache, dass die rationalen Functionen AiJ^ 

"Und -4- beide bloss einfache Linearfactoren besitzen. Nach Herrn Hensel 
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ist hieraas zu folgern , dass im Endlichen den a^+i^ Linearfactoren von 

AiJi und nur ihnen einfache, den «2+/? Linearfactoren von -^ und nur 

ihnen zweifache Verzweigungspunkte der Riemannschen Fläche T ent- 
sprechen in genauer Uebereinstimmung mit meiner Arbeit*). 



*) Bestimmt man die Verzweigung im Unendlichen nach Herrn Bentel durch Ein- 
führung homogener Coordinaten oder nach der im 43. Bande der Mathematischen An- 
nalen S. 519 von mir angewendeten Methode, so erzielt man auch hier dieselben 
Resultate. 
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5ber die elementaren arithmetischen Eigenschaften 
der reinen Modulsysteme zweiter Stufe. 

(Von Herrn Kurt HenseL) 



In zwei soeben in diesem Journale veröffentlichten Abhandlungen*) 
e ich gezeigt, dass man jedes reine Modulsystem zweiter Stufe: 

(M) = (F,(x), F,(x) F^(x)), 

d^^a^sen Elemente beliebige ganze ganzzahlige Functionen von x sind, auf 
^ eindeutig bestimmte reducirte Form bringen kann, und die dort ge- 
<5enen Resultate will ich jetzt zur Beantwortung der folgenden beiden 
^en benutzen: 

1) Wie gross ist die Anzahl N(M) aller modulo (itf) incongruenten 
sen ganzzahligen Functionen von x ? 

2) Wie gross ist die Anzahl (p^M) aller modulo (31) incongruenten 
zu (M) theilerfremden Functionen von x ? 

Die Lösung dieser beiden Aufgaben war bisher im wesentlichen nur 
^n. ^:3em allereinfachsten Falle bekannt, wenn 

(77) = (;,, P(x)) 
Primmodulsystem, wenn nämlich p eine beliebige Primzahl und 

P(x) = yn+yiX + '"+j^„,^x''-^+x'' 
modulo p irreductible ganzzahlige Function von x ist. In diesem 
le bestehen nämlich die beiden Sätze: 

Jede Function von x ist modulo (p, P) einer und nur einer redu- 
cirten Grösse 

congruent, also ist die Anzahl der modulo (p, P) incongruenten 



*) K. Hensel, lieber die Zurückführung der Divisorensysteme auf eine reducirte 
, erste und zweite Abhandlung, dieses Journal Bd. 118 S. 234 — 251 und Bd. 119 
—130. 
^'tirnal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 24 
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Functionen des Bereiches [1, a?] durch die Gleichung 

iV(/7) = N(p, P)^p- 
bestimmt. 

Eine Function von x besitzt dann und nur dann mit (p, P) 
einen gemeinsamen Theiler, wenn sie durch jenes System theilbar 
ist, wenn also in ihrem reducirten Ausdrucke (1.) alle Coefficienten 
C{=:0 sind. Daher ist 

Diesen Systemen am nächsten stehen nun diejenigen, welche, wie 
z. B. (p% P*), zwar selbst keine Primdivisorensysteme sind, deren sämmtliche 
Elemente (Fi(a:), ..., F^a?)) aber nur durch ein einziges solches System 
(/7) = (p, F(a?)) theilbar sind. Ich habe diese in der zweiten der oben 
erwähnten Abhandlungen „einfache Divisorensysteme^ genannt; zunächst sollen 
die beiden oben gestellten Fragen für diese specielleren Systeme beant- 
wortet werden; aus diesen Resultaten können dann die entsprechenden für 
beliebige Divisorensysteme leicht hergeleitet werden. 

Es sei also 

(i7) = (F.(x), . . ., F^x)) 

ein beliebiges einfaches und (IT) = (p, F(a:)) das in ihm enthaltene Prtiii- 
divisorensystem. Jede beliebige Function F(x) kann dann auf eine und 
nur eine Weise nach Potenzen der beiden Elemente p und P in eine Reihe 

F(x) = -Sa,*p'F* 

so entwickelt werden, dass die Coefficienten a,* modulo (77) reducirte Func- 
tionen von X sind. In dieser Entwickelung sollen die einzelnen Glieder 
Qijtp'P^ von vorn herein so geordnet werden, dass sie nach der Reihenfolge 
der aus ihren Exponenten t und k als Ziffern gebildeten Zahlen (i, k) auf- 
einander folgen; es sei also ein Glied a^^^yP^' von höherer Ordnung als 
QikP^P^ wenn ii > i oder, falls f'i = t sein sollte, wenn &i > & ist. 

Ich habe dann im § 4 der zweiten oben erwähnten Abhandlung den 
folgenden Satz bewiesen, welcher die Grundlage für die weiteren Entwicke- 
lungen dieser Arbeit bildet. 

Beginnt die Entwickelung einer Function F(x) mit dem Gliede 

niedrigster Ordnung p'.P*, so kann man sie mit einem zu (77) 
theilerfremden complementären Factor F\x) so multipliciren, dass 
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{/7) durch (V^^P)) theilbar ist, dass also jene beiden Systeme einander 
äquivalent sind. Hierzu führt der folgende Satz: 

Jede Function F(x) kann modulo ( ^i^P)) also a fortiori modulo (IT) 
in der Form dargestellt werden: 

(2.) F(x)^^a«yP** (mod.^, {iZ^/Zl-r) 

deren einzelne Glieder sämmtlich von niedrigerer Ordnung sind 
als die Anfangsglieder der Elemente V^(P); und diese Darstellung 
ist nur auf eine Weise möglich. 
In der That, stellt man F(x) zunächst in der Form 

F{x) = -2:a.,p«P* 

dar, so kann man jedes Glied p'P^'"*"" modulo ?P;(P) =;?•P^'+p*i4lP'^'+- 
auf solche reduciren, welche mindestens mit p^^^ multiplicirt, also von 
höherer Ordnung als das betrachtete Glied sind; führt man aber diese Re- 
duction von ?Pü(P) beginnend für alle jene Terme durch, so erhält man 
eben den oben angegebenen Ausdruck. 
Angenommen nun, es seien: 

F(x) = 2a,,yP^' (mod.Ö), 

F(x) = 2a[,yP^' (mod.^) 

zwei verschiedene Darstellungen derselben Function modulo (/7) in dieser 
Form, so ergiebt sich durch Subtraction eine Congruenz: 

= -S(a,,^-a;,^)/P** = ^ä,,,p*P** = (mod.^), 

in welcher nicht alle Coefficienten a^*^ gleich Null sind. Wäre nun etwa 
aiX. der erste von Null verschiedene Coefficient, so ist A,' <; li und jener 
Coefficient a^^^;. ist zu (p, P) theilerfremd. Sucht man also die zu ^auc^p'^P^^ 
gehörige reducirte Function modulo (/7), so erhält man eine Function 

^.(P) = p^(p^l+A[P'^'+-'+A[r), 

welche ebenfalls durch (77) theilbar und von niedrigerem als dem i,ten 
Grade in P ist, und dies steht mit der vorher über ?Pi(P) gemachten An- 
nahme im Widerspruch. Hieraus folgt zunächst, dass eine Function F(x) 

dann und nur dann das ursprüngliche System (77) enthält, wenn bei ihrer 
Darstellung in der Form (2.) alle Coefficienten a^*^ gleich Null sind, wenn 

also F das System (y^,(P)) enthält, d. h. es besteht der Satz: 
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Elemente 

wenn l wieder den Gesammtgrad der Elemente von (/7) in der 
kanonischen Form bedeutet 
Es handelt sich jetzt nur noch um die wirkliche Bestimmung jener 

Exponenten X = X^y+l^-\ [-i^, wenn das zu untersuchende System (77) 

nicht in seiner kanonischen Form, sondern ganz beliebig gegeben ist. In 
der mehrfach erwähnten Arbeit habe ich nun den folgenden Satz bewiesen: 

Jedes einfache Modul System (77) = {Fi(x\ . .., F^(xy) kann stets 
auf rationalem Wege in ein äquivalentes reducirtes System 

transformirt werden, dessen Elemente bzw. in P vom Grade 

sind, und der Reihe nach die Zahlentheiler 

1, P% . . ., p''' (= pO 

besitzen; und jene Elemente sind dadurch charakterisirt, dass all- 
gemein jede durch (/7) theilbare Function F(P) von niedrigerem 
als dem ii,_iten Grade in P nothwendig mindestens durch die 

Primzahlpotenz p"^* theilbar sein muss, und dass andererseits ^,(P) 
die Function niedrigsten Grades ist, welche genau jene Primzahl- 
potenz und keine höhere enthält. 
Hiernach überzeugt man sich sehr leicht, dass die folgenden d^ = a 
Functionen 

U^ /« = 0, 1,..., r V 

oder ausgeführt, die Elemente 

00, p*ü, . . ., p"^"**.); *i, p*M • • •, p*~^"'*i; . . .; 

für die Elemente'^(¥^ü? ^i, •••? ^a) unserer kanonischen Form von (/7) ge- 
setzt werden können. In der That besitzen sie einmal offenbar der Reihe 
nach genau die Potenzen 

1 « «^-' O**' O^»-»-^ «*-^ !)''•'"* O*'*'-^"^^ «'*•'"' O*'" 

X, /y, ...,/y 9 F 9 F >***?r »•••?r 9 F 9 ' • '^ F > F 
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Man kann nnn die jetzt fttr beliebige Systeme zu lösenden beiden 
Aufgaben ganz ähnlich auf diejenigen für einfache Systeme reduciren, wie 
dies in der elementaren Arithmetik bei denselben Problemen geschieht, 
wenn man ihre Lösang fUr eine beliebige zusammengesetzte Zahl anf die- 
jenigen für eine Primzahlpotenz zurttckfiihrt. 

Dies geschieht durch den folgenden wichtigen Httlfssatz, welcher 
auch sein Analogen in der elementaren Theorie der ganzen Zahlen besitzt: 

Sind (M) und (iV) zwei theilerfremde reine Modulsysteme zweiter 
Stufe, so kann man stets eine ganze Grösse 31 so bestimmen, dass 

5«=1 mod.(iV), 5« = mod.(ilf) 
ist 

Zum Beweise denke ich mir (M) und (iV) in ihre einfachen Factoren 

zerlegt und es sei: 

jene Zerlegung. Sind dann 

ip?,PX^)) und c^:*, (?fv) C:!; :::::) 

die primitiven Elemente der einfachen Systeme 

(^,) nnd (PO, 
so sind die beiden folgenden Prodnete: 

für jeden ganzen Werth der unbestimmten (Ug, Ug, v^, t?^) bzw. durch (Af) 
und (N) theilbar, weil jeder ihrer Factoren eines der einfachen Systeme 

(77^) oder (JPi) enthält. Endlich bezeichne ich die s Producte, welche mau 
aus V durch Weglassung je eines Factors erhält, der Reihe nach durch 
!Fj, !F2, ..., ^, d.h. ich setze: 

Legt man nun in jenen Formen ^ oder !Fa den Unbestimmten («, ii, v, v) 
irgend welche bestimmte Werthe (u^^, u^'\ e^*\ c^'^) bei, so mögen die so sich 
ergebenden ganzzahligen Functionen von x durch ^^^ oder W^ bezeichnet 
werden. 
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und sind SEH und 91 zwei so gewählte ganze Functionen, dass 

3K = 1 (mod.ilf), ^ = 1 (mod.iV), 

aR = (mod.iV), 91 = (mod.ilf) 

ist, was nach dem soeben geführten Beweise stets möglich ist, so zeigt man 
leicht, dass die mn ganzen Functionen: 

modulo (Jf.iV) ein vollständiges System incongruenter Functionen bilden. 

Wegen der Eigenschaften von 9}2 und 9{ ergeben sich nämlich die Con- 

gruenzen: 

Cij^^Oi (mod. ilf), Cft^iifc (mod.iV), 

und hieraus folgt unmittelbar, dass zwei Elemente Cij, und Ci,j^ nur dann 
modulo (MN) congruent sein können, wenn i = t', k = Ar' ist, denn nur dann 
sind sie einander sowohl modulo (Jf), als auch modulo (iV) congruent. 
Andererseits ist aber auch jede Grösse c modulo (MN) einem solchen Ele- 
mente Ca congruent, denn es können a< und 6^ aus den beiden Congruenzen 

cT^Gi (moA.M% c^bit (mod.iV) 

stets gefunden werden, und damit ist c^j^ = 9}2a<+9{6jt ebenfalls bestimmt. 
Es seien jetzt ferner: 

Ol, • • •, Oft U^d ^11 • • •) ^y 

diejenigen unter den Elementen ai, . . ., a„, und 6i, ..., 6» welche bzw. zu 
(M) und (N) theilerfremd sind, für welche also (a^, ilf) <-^ 1, und (b^, N)^ 1 
ist, dann zeigt man ganz ebenso, dass die ,uv Elemente: 

ein vollständiges System modulo (MN) incongruenter und zu (MN) theiler- 
fremder Elemente bilden; denn einmal sind sie alle incongruent, weil sie ein 
Theilsystem von dem vorher betrachteten (c^) bilden, und ist ferner c zu 
dem Producte (üfiV) also a fortiori auch zu den beiden Factoren (M) und 
(N) relativ prim, so sind auch die Grössen a^ und bf,, denen c modulo M 
bzw. modulo N congruent sind, zu (M) und (N) theilerfremd, d. h. es ist in 
der That c^c^f^ w. z. b. w. Hieraus folgen also die beiden Sätze: 

Sind (M) und (N) zwei beliebige theilerfremde Modulsysteme, 

so ist stets: 

AXilf.iV) = N(M).N(N), 

(p(M.N) = (p(M).ip(N), 
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wenn die Functionen N(M) und y(M) die früher angegebene Be- 
deutung haben. 

Da nun im Anfange dieser Arbeit die beiden Zahlen iV(77) und (p{fl) 

für ein einfaches Divisorensystem (IT) vollständig bestimmt worden sind, so 
können jene Zahlen nunmehr durch successive Anwendung dieses letzten 
Satzes auch für jedes beliebige System (^M) gefunden werden. So ergeben 
sich die beiden Sätze, in welchen die vollständige Antwort auf die im An- 
fange dieser Arbeit aufgeworfenen Fragen enthalten ist: 

Ist 

ein beliebiges reines Modulsystem zweiter Stufe und sind (11^... (11^ 
seine einfachen Factoren, so ist die Anzahl iV(if) aller modulo {M) 
incongruenten ganzen ganzzahligen Functionen von x durch die 
Gleichung: 



1=1 i=l 



bestimmt, und ferner ist die Anzahl (p(M) aller zu (M) theiler- 
fremden incongruenten Functionen von x .'durch die Gleichung 
gegeben : 

wenn die h Systeme 

77, = (/),, P,(ar)) 
alle in U enthaltenen incongruenten Primdivisoren bedeuten. 



2ö 
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Die üebertragung eines geometrischen Lehrsatzes 

auf Mannigfaltigkeiten von gerader Ordnung als 

Beispiel der Anwendung einer schiefen Determinante, 

(Von Herrn ff. Kühne in Herford.) 



Der geometrische Satz: 

Vier gerade Linien bilden zusammen tfier Dreiecke; die diesen Drei- 
ecken umschriebenen Kreise schneiden sich in einem Punkte und die Mittelpunkte 
dieser Kreise liegen ebenfalls auf einem KreiSy 

läSBt sich auf Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung übertragen, aber nur für 
den Fall, dass die Ordnung n der Mannigfaltigkeit eine gerade Zahl ist. 
Das dem Dreieck entsprechende Gebilde der n-fachen Mannigfaltigkeit heisse, 
der Bezeichnungsweise Kronecker^ gemäss, Prismatoid^ das dem Kreise ent- 
sprechende Sphäroid. Dann lautet der obige Satz verallgemeinert: 

In einer 2Jl^ bilden n-\-2 9K,_i fi+2 Prismatoide, Die diesen Prisma- 
toiden umschriebenen n-\'2 Sphäroide schneiden sich in einem Punkte, und ihre 
Mittelpunkte liegen ebenfalls auf einem Sphäroid. 

Hierbei ist für „ebene n-fache Mannigfaltigkeit^^ abkttrzungsweise 9R^ 
gesetzt worden. 

Die Richtigkeit dieses Satzes soll im Folgenden gezeigt werden. 

Die Cartesischen Coordinaten eines Punktes x der 2Jl„ seien x^ (A = 1 , ...,») ; 
dann ist das Quadrat der Entfernung zweier Punkte x und x': 

E^ = 2:(xi—Xf,y. (*=!,...,••) 

Setzen wir ein für allemal a;u=l, so kann auch geschrieben werden: 

E^ = Z(x[—x,)^. (*=»,....,) 

Es mögen nun n+l Punkte gegeben sein, bestimmt durch die Zahlen f 
(/*= 0, . . ., fi), mit den Coordinaten x^j, (/", A = 0, . . ., «), dann ist der ftl-fache 
Inhalt des aus ihnen gebildeten Prismatoids 
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Statt der Coordinaten x^^ eines Punktes sollen nun homogene Coordinaten 
u^ (9 = 0, . • . , 9i) eingeführt werden , und zwar soll Ug das Verhältniss der 
Inhalte des Prismatoides x, g' (^' = 0, ...,(9), ...,91) und des Grundprisma- 
toides g (jg = 0^...^n) sein. Es ist also 

\Xg.H,XkyXg"h\ ( 9'-^^'y>9'-\\ 

Bezeichnet jetzt (^«) das dem System {xn,) (t, ft = 0, . . ., n) reciproke System, 
sodass also die Beziehungen bestehen: 

SO wird: 

(1.) *tg = ^^kt^ky Or-»»" "> 

h 

und daraus umgekehrt: 

(1*.) Xj, = 2Xg1^Ug. (ff, A=U,...,«) 

Drücken wir nun die Entfernung zweier Punkte x^ x* oder «, 11' in homo- 
genen Coordinaten aus. Es ist: 

E" = -f (a^I-a?*)' = t?(^/A«/-^/A«'/)(^ffA«ff-a?,,ti^) 

A A/ff 

= rf(«/-»/)«-«är)ayAa?,* 

A/ff 

= ii2:(«;-ev)(«;-tt,)[x;*+xj»-(ir^A-x,,)^ 

A/ff 

= if«-»/)(«i-«,)«/*-ij^(ay*-a'»*)'(«>-«/)(«i-«,), 

A/ff A/ff 

oder mit Benutzung der Gleichung A = des Systems (l*.) und weil 

IJQC^J. — Xg^f 

das Quadrat der Eantenlänge ^ g des Grundprismatoids ist, das mit a^g be- 
zeichnet werde, 

(2.) E^ = — i-^öi^ff («*/—«'/) («'ff— Wff)- (/, ff. A = ü. ...,«) 

Es handelt sich nun darum, die Gleichung eines Sphäroids, das durch n+l 
Punkte geht, und die Coordinaten seines Mittelpunktes festzustellen. Die 
Coordinaten der n+l Punkte seien W/ä (/", A = 0, . .., «), wobei der erste Index 
sich auf den Punkt beziehen soll, und die Coordinaten des Mittelpunktes 
fCf^ (A = 0, . . . , fi) sind ; r sei der Radius des Sphäroids S. Bezeichnen noch 
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«i (A = 0, . . ., «) laufende Coordinaten, so ist die Gleichung von S nach (2.): 

Diese wird zu einer Identität, wenn Ui durch u^i (f, « = 0, ..., n) ersetzt 
wird, also: 

Mithin gelten die Gleichungen: 

•^ ijt i^ 



(/, <, t = 0, ...,») 



•>* *>• *»* 



(/, <, t = 0, .... «) 



Wird für den Augenblick 






gesetzt, so lauten die Gleichungen, unter Berücksichtigung von 2wj,= 1: 



ZaaUriU^,,-2Zwk\^aij,u^i'-C\ = 0. 



(/» •', * = 0i ...» ») 



M 



Für das Bestehen dieser Gleichungen ist nothwendig: 



«I* ' 



= 0. 



(/, <, 4 = 0, ..., «) 



Dafür kann man schreiben: 



1, 0, 



1, -SOa«,«», -To««. 



= 0. 



1, ^OitW/itt/i, -So*»/, 

Es sei nun (^u) das za (oa) (t, ^ = 0, . . ., n) adjungirte System und 
^ = ja^l (t, A = 0, . . ., n). Dann mnltipliciren wir die obige Determinante mit 

10 

10 

0^, 



so ergiebt sich: 



1, 0, 



ZCA 



*? 



1, ^OaUitti, ^OiiAt^Ui 
1, 2;o,tM/,«/t, ^OaAigUyi 



= 0, 
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oder, da 
ist, 



^^ik^kg = ^igÄ 



Mit Hülfe von 



ergiebt sich daraus: 



Ä, 0, 



2CA 



k 



kg 



1, Za^fiifij,, 

2u^ = i:uf, = 1 



= 0. 



Kg 



Zon^UiU^, u 



i^ 



g 






= 0. 



Der erste Factor dieses Prodnctes ist 



1 C 
1 a« 

and verschwindet nicht identisch. Somit ergiebt sich als Gleichung des durch 
die Punkte U/g (/, ^ = 0, . . ., n) gehenden Sphäroids: 



(3.) 



S = 



IlOnU^Ut, u. 



I,* 



I,» 



= 0. 



Zur Bestimmang der Coordinaten w^ (ft = 0, . . . , n) gehen wir aas von : 

'»* *»* •>* 

Wir setzen der beqaemeren Rechnung wegen: 

und subtrahiren sämmtliche Gleichungen von der durch /=0 gekennzeich- 
neten; 80 kommt: 

22:«,^-!*,) = D,-D. C=j; :::::) 

und daraus mit Berücksichtigung von 



Wo = 1— -2^t«?jk: 



(t = l, ..., n) 



Hieraus ergeben sich die Wti 
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in der Determinante rechts ist in der Verticalreihe k die letzte Reihe 
schreiben. Rändert man beide Determinanten in geeigneter Weise, so 
giebt sich nach einigen Umformungen: 



1^ 



M?* 



0, 


1 




0, 


1, 


1, 


1 


1, 


df. 




1, 


d/k-> 


^/, 


D,,. 



/7, » = ü, .... 

\ A" es k4.t, . 



n 
4" = jk+l, ..., 



r::) 



Es sei nun (r^^) das reciproke System zu (%) {f,g — Q^ . . . , n). Da^ 
multipliciren wir die Gleichung mit 

1 

V. 



'9/ 



Nun ist 



n OyO IN /O, 1 N 

A yO 1 1 1 \ /O, 1, 1, 

\0 e,/^! ''/i- ^/ <'/*•' ^ ^^V. f*>i/d/t, f«o/^j 



1, 



f^t/d/k- 



Mit Rücksicht auf 



l««l-fv=K'* 1» «/rl = l«/o l--:?«/»'-::?«/^» »/A = \^/9 



r 



r 



also 



und 



f V = It 



/ /• • 



werden die beiden componirten Systeme: 



r ' ) „od (*• '• '• ' Y 

Wird nun noch a„ = 0, o^* = a^^ = 1 (& = 0, . . ., «) gesetzt, und das 
proke System zu 

(a^t) mit (««) (i,k=T, (1,1, 

bezeichnet, so ergiebt sich schliesslich: 



knn 



> 



<51- 



.*) 



(4.) 






iA g,M, fcsaO,.,- 



Fttr die spätere Anwendung soll nun noch die Gleichung (3.) eine an 



■) 



re 
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Gestalt erhalten. Es ist 



1 

f> 



*/ 






-SottHjtti, 



« 



1,* 



7 









U, 



Ila^u^^Ufj^v^f, dt,^ 



hkj 






Somit ergiebt sich als Gleichung^ für S: 



(5-) 






(/, ?.*»•.* = "....,») 



Nach diesen Vorbereitung^en schreiten wir zum Beweise des eingangs 
angegebenen Satzes. 

Zu den «+1 2R,_i, die das Grundprismatoid begrenzen, nehmen wir 
<ine andere Wln-i hinzu; deren Gleichung sei: 



2CfUf = 0. 



C/ = o, ...,«) 



X>amit diese ^n-\ Q^it keiner Kante des Grundprismatoides parallel sei, 
dürfen keine zwei der Grössen c einander gleich sein. Sie schneidet die 
IKante ^ g des Grundprismatoides in einem Punkte, dessen Coordinaten 



fi/ = 



'9 



? «<7 = -^ 

Cg—Cf ' ^ Cf—Cg 



«* = 



(Ä = 0, ..., (/, y), ..., ») 



»ind. Die 9K„_i «^ = werde mit F^, die SSln-i 

2CfUf = 

iKnit F bezeichnet. F und F^ (r = 0, . . . , (/*), ...,«) bilden ein Prismatoid 
JPy] diesem sei das Sphäroid Sy umgeschrieben, und seine Eckpunkte seien 
^urch das System 






*, r = CÜ, ..., (/). ...,») 



egeben. Dann ist nach dem Obigen: 

1, 



'^ ^ '^* \ Cr— C/ ' C/ — Cr / 
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Die Determinante dieses Systems ist 

die zu ii/j^ gehörige Snbdeterminante f/y^ = 0, 

die zu ti/^^ gehörige Subdeterminante Ü^ = ü^^ — ^ , 

^/ 

und die Subdeterminante zu «^{^ ist üy ^ = drn V^^ -5dfi . 

^/ 

Also ist das reeiproke System zu 

("- "'■) „«»lieh f'^' ''■^^ - ^ ^ V 

Dann wird der in (5.) auftretende Aasdmck 

+2vm2£a,MP«'-^^+£a„«lP<A ('• •• '=". -. (/)- •- -> 



C, C/ 

Setzen wir <i/g = b^g(c,— c^ ond 6^=0, so ist bg^ = —b^g und somit das 
System (b^^) (f,g = 0,...,n) ein schiefes System. Mit Httlfe hiervon wird : 

h,tjk 

Femer ergiebt sich der in (4.) auftretende Ausdruck: 

jr,A,«J y >,A,» ^ 

(?»/. *, •', >» * = o, ..., «) 

Demnach wird die Gleichung von Sy: 

und die Coordinaten u)[^^ des Mittelpunktes von Sy: 

(7.) iri^^ = a^, + -2;c^6/^cfA.^. (*,y = (^..., «) 

Diese Gleichungen gelten für /* = 0, . . . , ». Setzt man hierin Cg = J/j^, so 
föllt F mit F/ zusammen und Sf geht in 5 über, das dem Grundprismatoid 
umgeschrieben ist. 
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Die Gleichung von S ist demnach: 

(8.) 2!anUiUjt = 0, (<, k^o,..., n) 

^^ 

und es sind die Coordinaten tD^ des Mittelpunktes von S: 

(9.) f^fc = O]^. (t = ü,....«) 

Wenn sich nun, wie eingangs behauptet, die Mannigfaltigkeiten S 
und Sy (/= 0, ..., n) in einem Punkte schneiden, so muss es ein Werth- 
System u^ (g' = 0, . . . , «) geben , das die Gleichung (8.) und die Gleichun- 
gen (6.) befriedigt, ohne dass alle u verschwinden. Den Gleichungen (6.) 
und (8.) sind die Gleichungen 

(10.) ' ZhfgCgUg = 0, (/=ü,..., «) 

(10*.) 2ai^UiUj, = (i/,t,*=o, ...,«) 

äquivalent. Damit nun nicht alle u verschwinden, muss die Determinante 

sein. Das ist aber wie bemerkt eine schiefe Determinante. Diese ver- 
schwindet nur dann identisch, wenn sie von ungerader Ordnung ist, und da 
ihre Ordnung n+l ist, muss n gerade sein. Im allgemeinen ist deshalb 
die Existenz eines Schnittpunktes von S und Sf (/=0, ...,«) für Mannig- 
faltigkeiten von ungerader Ordnung zu verneinen. Wenn n gerade ist, 
schliessen wir folgendermassen weiter. Es sei B die verschwindende Deter- 
minante des Systems (b^^ (A fl' = 0, ..., ») und B^f die zum Element b^g ge- 
hörige Subdeterminante ; es verschwinden nicht alle B^f, sicherlich im all- 
gemeinen nicht die zu den Diagonalgliedern gehörigen. Dann sind die 
Auflösungen des Gleichungssystems (10.): 

(11.) C^U,j = K^gk^ Csr = o, ...,«; A beliebig) 

Diese Werthe der u befriedigen auch die Gleichung (10'.); denn es ist: 

1^ t,k t,k t,k 

Damit ist gezeigt, dass, wenn n gerade ist, sich alle S/ (^= 0, ..., fi) mit S 
in einem Punkte schneiden, dessen Coordinaten aus dem System (11.) sich er- 
geben. Den Proportionalitätsfactor l^ bestimmt die erste der Gleichungen (1'.). 

26* 
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Es erübrigt noch nachzuweisen, dass in diesem Falle die n+2 
Mittelpunkte: 

^Y^ = Clj^ + ^C^b^gClig, (/=0 n) 

9 

ebenfalls auf einem Sphäroid liegen. Wenn das richtig ist, so mttssen die 
Coordinaten w^, w^^ (/=0, ..., «) die Gleichung (3.) identisch befriedigen, 
also die Gleichung: 



(12.) 



W = 



9 









= 



erfüllen. Es ist 



a 



<jt 



= 2: lOttÄrt 0*^+20« a*^2:c,6/,ai,+-?a.tC,CA6/j,6,A «<,««!. 

(i, *, y, A= 0, ..., «) 

Berücksichtigt man, dass 

-?o,ia*T+aiTaiT = 0, also -SoaC^jbr = -«rr. 

Je k 

2a,^ = 1, £a^ = 0, 



«) 



80 erhält man: 



und entsprechend 



Somit wird 






(<,*,/=«, 



• •• » 



«) 



¥^ = 



— a 



TT* 



oe 



AT 



Maltipliciren wir nan ^ mit der Determinante 

0, 1 



(/, », <, * = 0, ..., n) 



z/ = 



(/, y = Ü, ..., ■} 



-1, ßj,/ 

die als schiefe Determinante von gerader Ordnung im allgemeinen nicht 
verschwindet, so kommt: 



JW = 






^^^ki^fkf^hk 

kl/ 






(fi', *1 <. *f /=*^ .... ») 
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Infolge von: 



i:B^,b,, = d,,B = 



redaciren sich alle durch den Index ^ (= 0, . . . , ») gekennzeichneten Glieder 
anf —oLj^ri Bomit werden alle Horizontalreihen bis auf die erste, and ab- 
gesehen von der ersten Verticalreihe , bis auf einen Factor gleich. Des- 
halb verschwindet aber die ganze Determinante und es folgt 

JV und damit auch ^ = 0. 

Die Punkte w und w^^ (/'=0, •,,, «) genügen also thatsächlich der Glei- 
chung (12.). Damit ist gezeigt, dass die Mittelpunkte der it+2 Sphäroide 
ebenfalls auf einem Sphäroid liegen. 

Dass dies auch nur fUr Mannigfaltigkeiten von gerader Ordnung gilt, 
ist leicht zu sehen, da für das Verschwinden von W das Verschwinden von 
B nothwendig ist 
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lieber das Verhalten der Integrale von Differential- 
gleichungen bei der Annäherung der Veränderliehen 

an eine Unbestimmtheitsstelle. 

(Von Herrn J. Hörn in Charlottenburg.) 



Zweiter Theil. 
i/ie Integrale der Differentialgleichung 

dx Q(x, y) ' 

worin P{x,y\ Q(x,y) ganze rationale Functionen von y bedeuten, deren 
Coefficienten in der Umgebung von a: = reguläre Functionen von x sind, 
während k eine ganze positive Zahl darstellt, haben im allgemeinen bei 
j; = 0*) eine Stelle der Unbestimmtheit (Fuchs, Sitzungsberichte der Ber- 
liner Akademie 1886). Jeder einfachen Wurzel fo der Gleichung P(0, €^i) = 
entspricht eine im allgemeinen divergente Potenzreihe 

V = e,,+ €iX + e2x'^ + "'^ 

welche der Differentialgleichung formell genügt. Für die Riccatische 
Gleichung 

habe ich im ersten Theil**) gezeigt, in welcher Weise diese divergenten 
Reihen Aufschluss über das Verhalten der die Differentialgleichung be- 



*) Ersetzt man x durch — , so erscheint die Differentialgleichung 

X 

mit der singulären Stelle a; = oo als Verallgemeinerung der im ersten Theil betrachteten 
ßtcca(tschen Differentialgleichung. 

**) Dieses Journal, Bd. 118, S. 257. 
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keine mehrfachen Wurzeln besitzen und dass auch keine Wurzel Oq von 
(4.) mit einer Wurzel ß^ von (5.) übereinstimmt. 

Dann können die beiden Functionen P(x,y), Qip^^v)) wenn \x\ hin- 
reichend klein angenommen wird, für keinen Werth von y gleichzeitig ver- 
schwinden und ein Integral y der Gleichung (1.) kann sich in der Nähe 

von rc = nur singulär verhalten, wenn y oder -^ unendlich wird. Eine 

Integralcurve gehe durch den Punkt a: = |, y = oo. Die Substitution y = — 
ergiebt 



X 



*4-l 



dz 



z=z — -^0+^,g-| . 



dx B, + B,z+ 

wenn \x\ hinreichend klein ist, sind An und B^^ von Null verschieden, so 
dass -^ für x = §, a = einen endlichen, von Null verschiedenen Werth 
erhält. Wir haben demnach eine Entwickelung 

Weiter gehe eine Integralcurve durch einen Punkt x = S, y ^V» Air welchen 
Q(^^ rj) = 0, also -^ = oo wird. Aus (1.) erhält man für 






= 21 

einen endlichen, von Null verschiedenen Werth, da unseren Annahmen zu- 
folge für hinreichend kleine Werthe von |a;| nicht gleichzeitig Q = 0, 
dQ 



dy 



= sein kann. £s gelten demnach Entwickelangen von der Form 

I x-§ = i(y-7]y+i.'(y-ny+... (i + o), 

Die Gleichung (4.) habe p reelle Wurzeln «„, die Gleichung (5.) 
q reelle Wurzeln /iy? so dass p+q eine gerade Zahl ist Die Gleichung 
/'(y) = liefert für hinreichend kleine Werthe von \x\ p reelle Curvenzüge 

(8.) y = a(a:) = «o+alar + «iar^+••• 

und die Gleichung Q(y)= q reelle Curvenzüge 
(9.) y^ß{x)=^ß,+ß,x+ß,x' + -', 
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welche wir kurz als die Curven a nnd ß bezeichnen. In der Nähe von 
a? = können sich diese Curven nicht schneiden. Werden die p Reihen 
a(x) mit a', . . ., a^^\ die q Reihen ß(x) mit /?', . . ., ß^^^ bezeichnet, so 
erhält die Gleichung (1.) die Form 

^^^0 ^ dx -^ (y-/y)...(y-/J<»>) ^ ' ^^' 

die Function R nimmt, wenn \x\ unter einer gewissen Grenze liegt, für be- 
liebige y nur positive Werthe an. Der Differentialquotient -~^, welcher 

oder oo wird, wenn sich der Punkt x, y auf einer Curve a oder ß be- 
findet, hat auf verschiedenen Seiten einer dieser Curven verschiedene Vor- 
zeichen. Er ist für < a? ^ a?(» (a?ü positiv und hinreichend klein) positiv 
oberhalb der ersten und, da p+9 gerade ist, auch unterhalb der letzten 
der Curven a und ß. Wir bezeichnen eine Curve a oder ß als Curve 

erster oder zweiter Art, je nachdem -^ oberhalb der Curve positiv oder 

aiegativ ist. Wir nennen auch die Wurzeln a^ der Gleichung (4) Wurzeln 
erster oder zweiter Art, je nachdem die entsprechenden Curven « von der 
ersten oder zweiten Art sind; «u ist also eine Wurzel erster oder zweiter 
Art, je nachdem 

^(o> y) _ y(y) _ yX^o) /,, ^ n . 
(?(0, y) "^ vCy) "■ v(«o)^^ "^"^**' 

Ar y > a,) positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem 

(11.) -4^^- ^ 

ist 

Wenn sich x der Grenze nähert, kann der Grenz werth «„ eines 
Tintegrals y von (1.), falls ein solcher vorhanden ist, nur eine Wurzel a« 
^er Gleichung (4.) sein. Denn aus (1.) folgt 



" gc^' y) A,. = _i 






P(x, y) -» *x* ka* 



C* > ») 



= log — ; (*=") 

^0 



:für a; = 0, y = «u wird die rechte Seite unendlich, während die linke Seite 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 27 
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endlich bleibt, wenn nicht P(0, fio) = ist Um die Unmöglichkeit von 
limy = cx) zu erkennen, setzen wir y = — und erhalten 

dx Äo + ^i»+-- ' 

lim i5 = ist ausgeschlossen , weil der Zähler der rechten Seite für a; = 0, 
j5 = nicht verschwindet. 

Wir lassen nun x als reelle positive Grösse zur Grenze gehen 
und zeigen, dass jeder Wurzel a,, von (4.), für welche 

ist, ein und nur ein Integral y entspricht, für welches limy = o^o ist*). Zu- 
nächst sieht man, dass nicht mehr als ein Integral X) mit dem Grenzwerth 
«u existiren kann; die Substitution 

fuhrt nämlich auf eine Differentialgleichung von der Form 

dx (?(9+i5) 

^f^y, wird für lima: = +0, a = gleich -^^ < 0; für z>Q ist 
demnach -v— < 0, für j» < -r— > 0, wenn < ^c ^ a^o ist; eine Inte- 



dx '* dx 

gralcurve oberhalb der Geraden ^ = steigt, wenn x abnimmt, während 
eine unterhalb j5 = befindliche Integraicurve fällt. Da sich somit jed^ in 
der Nähe der Geraden « = befindliche Integraicurve, in der Richtung der 
abnehmenden x durchlaufen, von dieser Geraden entfernt, so ist abgesehen 
von J5 = selbst keine Integraicurve mit lim^s = möglich. Dass wirklieb 
ein Integral 9 mit lim9 = ao existiren muss, zeigt folgende Ueberlegnng. 
Wir nehmen an, a nehme für O^x'^x^y mit abnehmenden x ab**). Ober- 
halb der Curve a zweiter Art ist -^ <! 0, unterhalb -^ > 0. Durch 
jeden Punkt a? = a?i der Geraden y ^ay^ (0 < a?i <C o?«) geht ein Integral yi. 



*) Zur Veranschaulichung des Folgenden sind Figuren nützlich. 
•*) Die Abänderungen, welche eintreten, wenn eine andere Annahme gemacht wird, 
sind ohne weiteres ersichtlich. Aehnlich an späteren Stellen. 
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welches mit wachsendem x wächst ; dasselbe hat fUr x = Xü einen gewissen 
Werth Ci, welcher zwischen a^ und a(xii) Hegt Mit abnehmendem Xi nimmt 
Ci zu; es sei 

lim Ci = Co für lim Xi = 0. 

Das Integral % welches für x » x^ den Werth c^ annimmt, kann die Carve 
a nicht bei x = X2 (0 << 0^2 ^ x^) schneiden ; sonst müsste nämlich ein 
Integral vorhanden sein, welches die Curve a für x<Cx2 schneidet und 
demnach für x = Xo einen Werth c <C Cu annimmt. Ein Integral mit einem 
Anfangswerth c<Z (^ kann aber nur die Beschaffenheit von t/i besitzen ; 
denn es giebt Integrale von der Beschaffenheit von y, , welche für x = atu 
Werthe c^ zwischen c und c» annehmen. Demnach kann die durch den 
Punkt a: = aju, y == c^j gehende Tntegralcurve 9 weder die Gerade y = «„ 
noch die Curve y = a für <; a? ^ a?ü schneiden, sie muss also durch a? = 0, 
y = «ü gehen , w. z. b, w. Jedem «0 zweiter Art entspricht eine solche 
Integralcurve 9, welche für x^x^ zwischen der Curve a und der Geraden 
y = ffy verläuft. 

Wir zerlegen nun den zwischen x = und x ==Xo gelegenen Flächen- 
streifen durch die Curven ß und die den Curven a zweiter Art entsprechen- 
den Integralcurven 9 in Gebiete und untersuchen den Verlauf einer Inte- 
gralcurve, deren Ausgangspunkt sich in einem dieser Gebiete befindet Ein 
Integral y kann mit abnehmendem x nicht aus einem dieser Gebiete in 
ein anderes übertreten. Zunächst kann eine Curve 9 von einer Integral- 
curve y nicht geschnitten werden, da t) selbst Integralcurve ist Wenn 
eine Integralcurve y eine Curve ß in einem Punkt §, rj trifft, so gilt die 
Entwickelung (7.). Je nachdem die Curve ß von der ersten oder zweiten 
Art ist, ist l positiv oder negativ. Im zweiten Falle hat y für a? <! ^ zwei 
reelle Werthe und ist für a?>| imaginär; wir können also sagen, dass 
auf der Curve ß zweiter Art eine Curve y beginnt und in zwei Zweigen 
nach der Seite der abnehmenden x läuft Im ersten Falle hat y für ar >> £ 
zwei reelle Werthe, um für x<zS imaginär zu werden. Eine in der Rich- 
tung der abnehmenden x durchlaufene Integralcurve endigt also auf einer 
Curve ß erster Art, falls sie eine solche trifft; y lässt sich als reelle Func- 
tion nicht bis x^O fortsetzen. 

Wir betrachten ein von zwei Curven ß oder von einer Curve ß und 
einer Curve 9 begrenztes Gebiet, in welchem keine Curve a erster Art 

27* 
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liegt'*'). Wir zeigen, dass jedes in einem solchen Gebiete befindliche Inte- 
gral auf einer Curve ß erster Art endigt, also keinen Qrenzwerth fUr 
lima? = besitzt. Wird das Gebiet von zwei Curven ß (/?' und ß") be- 
grenzt, so muss eine darin befindliche Integralcurve fortwährend steigen 
oder fortwährend fallen ; y muss bei a? = ^ > auf einer Curve ß erster 
Art endigen, weil sonst limy==«o (/?o>«u^/5o) wäre, was nicht möglich 

«=+0 

ist. Wird das Gebiet von einer Curve ß und einer Curve 9 begrenzt, ohne 
die zu t) gehörige Curve a zweiter Art zu enthalten, so wird ebenso ge- 
schlossen ; denn ausser 9 giebt es kein Integral y mit lim y = c^j. Enthält 

das Gebiet die Curve a zweiter Art, welche der Curve g entspricht, so 
muss ein anfangs zwischen H) und a befindliches Integral y die Curve a 
bei or = I >> überschreiten, um, wenn sie sich zwischen a und ß befindet, 
entweder fortwährend zu steigen oder fortwährend zu fallen, so dass die 
früheren Schlüsse gelten. 

Betrachten wir weiter ein Gebiet zwischen zwei Curven ß oder g, 
in welchem eine Curve a erster Art liegt; es kann dies nur eine einzige 
sein, da zwei Curven a erster Art entweder durch eine Curve ß zweiter 
Art oder eine Curve g getrennt sind. Eine in dem Gebiete befindliche 
Integralcurve kann dasselbe weder durch eine Curve g verlassen, noch auf 
einer Begrenzungscurve ß, welche hier von der zweiten Art sein muss, 
endigen. Wir nehmen beispielsweise an, die in dem Gebiete befindliche 
Curve a erster Art falle für O^x^aJo, wenn sie in der Richtung der 
abnehmenden x durchlaufen wird. Oberhalb der Curve a erster Art ist 

-^ > 0, unterhalb -^ < 0**). Eine unterhalb a befindliche Integralcurve 

y steigt fortwährend, wenn sie die Curve a nicht überschreitet; es ist also 
limy^a^i. Andernfalls fällt sie nach Durchsetzung der Curve a. Eine 



*) Zwei Curven 9 können ein solches Gebiet nicht begrenzen, da zwischen zwei 
Curven a zweiter Art entweder eine Curve a erster Art oder eine Curve ß erster Art 
liegen muss. Im letzteren Falle zerfällt das Gebiet in zwei andere. 

**) Wird unser Gebiet beispielsweise oben von einer Curve q begrenzt und enthält 

es die entsprechende Curve a zweiter Art, welche alsdann mit abnehmendem x steigen 
muss, so ist oberhalb a -p- < 0; ein zwischen a und g befindliches Integral steigt 

anfangs, bis es die Curve a bei a? = |>0 schneidet, um wie im Text weiter zu ver- 
laufen. 



Born, über das Verhalten der Integrale ton Differentialgleichungen. 203 

Integralcurve oberhalb a fällt; sie kann nicht nnter die ebenfalls fallende 
Cnrve a herabsinken, weil sie dann sofort wieder steigen mllsste; y nähert 
sich also fortwährend abnehmend dem Grenzwerthe c^. Alle Integrale y, 
welche sich für x^x^ in einem Gebiete befinden, welches eine Curve a 
erster Art enthält, haben demnach für limx = +0 den Grenzwerth ay 

In demjenigen Gebiete, welches ans der Fläche oberhalb der ersten 
nnd der Fläche unterhalb der letzten der Cnrven ß und t) besteht, erleiden 
die bisherigen Betrachtungen keine Aendemng. Wenn ein Integral y in 
dem unteren Theile des Gebietes verlaufend für a? = f unendlich wird, 
wechselt es der Entwickelung (6.) zufolge sein Vorzeichen und läuft für 
^ <CI im oberen Theile des Gebietes weiter. 

Sind im Falle eines geraden m überhaupt keine reellen Curven a, ß 
^^orhanden, so nimmt jedes Integral y mit abnehmendem x fortwährend ab, 

^a -^ stets positiv ist, es wird für x = ^ > unendlich gross und wechselt 

aeein Vorzeichen. Jedes Integral oscillirt demnach zwischen — oo und +^* 
Heben wir aus dem Bisherigen den Satz hervor: 
Der Grenzwerth eines Integrals y der Differentialgleichung (1.) für 
ima; = +0^ falls ein solcher vorhanden ist, genügt der Gleichung 

^JEiner reellen Wurzel a^ dieser Gleichung entsprechen unendlich viele Integrale 

der nur ein einziges Integral mit dem Grenzwerth «u, j^ nachdem ) ^i 

ositiv oder negativ ist. 

Damit jedes Integral, dessen Anfangswerth für x = Xü reell ist, einen 
renzwerth besitzt, ist nothwendig und hinreichend, dass zwischen je zwei 
^^iV'urzeln ßo^ sowie zwischen einer Wurzel /?„ und einer Wurzel «o zweiter 
*) immer eine Wurzel o,^ erster Art liegt, dass also die Anzahl der «u 

rster Art ^"I^ beträgt, oder mit anderen Worten, dass die Anzahl der 

"^iVurzeln der Gleichung sp(aü) = 0, für welche -^^4^ > ist, gleich der 

älfte der Gesammtzahl der reellen Wurzeln der Gleichungen q>(a^) = 
nd y^Cßu) = ist. Dabei ist vorausgesetzt, dass überhaupt reelle Wurzeln 
orhanden sind. 



*) Auch oberhalb der ersten oder unterhalb der letzten der genannten Wurzeln. 
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§2. 

Wir betrachten jetzt ein particnläres Integral y = f(x) der DiflPe- 
rentialgleichnng (1.), für welches 

\imf(x) = «ü 

ist, und bestimmen die Grenzwerthe der sämmtlichen Ableitungen y ^"^ = /^"^ (a:). 
Wenn die absoluten Beträge von x und y—Oy hinreichend klein sind, 
so hat man 

Die wiederholte Differentiation der Gleichung (1.) 



**■*■' -^ = ^c^> y-«") 



ergiebt 
(12'.) 

(12".) 



X 



*+ 



. dy' _ 



dx 



= Siy'+r., 



(12("\) 
hierbei ist 
(13'.) 

(13".) 



S, = 









f -(.+1)^, r. = If , 

S,-(Ä+l)a:*, 

/ öSj . öS. A , . ar. . ar. 



/ dS, , dS, A , , dl, , dl-, , 



(13<->.) 



r s, = s,_^-(&+i)x*. 



dx ' dy " ' ' öy(— *) 
l^tr setzen jetzt ausdrücklich & ;>■ «orau« and haben für limo; 

V(ao) 



= +0: 
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für keinen Werth von x in der Nähe von x = unendlich; es kann also nnr 

lim/'(a?) = fi 
sein. 

Nehmen wir an, es sei 

dann ist für ein einziges Integral y^"^ = 9^"^ von (12^*\) lim 9^"^ = c», für alle 
anderen Integrale limy^*^ = ii!f„, denn ea ist 

Hier ist aber 9^"^ = c» für alle Werthe von x, während (12^"'"^^) zeigt, dass 

in der Nähe von x^O nicht unendlich werden kann. Wir haben demnach 

lim/^'*^(a:) = «!«„• 

Es sei weiter -^^ < 0. Dann hat nie, für die Gleichung (12^->.) 

denselben Charakter wie «o für (1.), falls lim/^*X^) (•= 1, ...,^—1) endlich 
ist; für ein particuläres Integral y^"^ = 9^"^ ist lim 9^"^ = nU,, für alle anderen 
limy^"^ = 00*), und es wäre zu zeigen, dass /^""^x) mit Q^**^ übereinstimmt 
Daraus, dass die Curve t) = f(x) zwischen der Curve y = a und der Geraden 

y = «„ verläuft, folgt aber**), dass lini-^ nicht unendlich sein kann, 

Während lim^— = «1 endlich ist; also ist \imf'(x)^£i. Unter der An- 
nahme, es sei \im/^^(x) = i ! €< (i= 1, ..., »— 1), liegt das Integral Q^""*^ = /^""^^(^) 



*) Für hinreichend kleine Werthe von x muss y^"^ fortwährend wachsen oder fort- 
während abnehmen. 

**) Nehmen wir etwa an, dass sich a = a(x) und also auch \) = f(x) abnehmend 

dem Grenzwerth a^ nähern und dass sich -7— dem Grenzwerth a,, -p- wachsend dem 

Grenzwerth 00 nähert. Dann ist für hinreichend kleine positive x 

Kx)^a,+xf'(d,x), a(x)=^a,+xaXO,x% 
wobei <C ö, < 1, < ö, < 1 ist, also 

/•(a:)-a(rr) = x[rCd,x)-a'Cd,x)]>0, 
was mit «o <C 9 < ^t nicht verträglich ist. 
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Stehenden Gleichungen (18.) einfach dadurch erhalten, dass man in P(rj) 
die Coefficienten von x^\ x^^ . . ., x* gleich Null setzt; es ist also mit Rück- 
öicht auf (8.) wegen P(a) = 0: 

Fassen wir die bisherigen Resultate in den Satz zusammen: 

Jedes Integral y = f(x) der Differentialgleichung (1.) (& > 0), welches 

für /fiiia? = 4-0 den Grenzwerth f,, besitzt, wird durch die der Differential^ 

gleichung formell genügende Reihe 

asymptotisch dargestellt. Es ist für « = 0, 1, 2, ... 

lim /'C^)""C^' + ^i^+'"+*^^'') = 

und 

\\mf^''\x) = n\e,. 

Um das Verhalten der Integrale von (1.) bei dem Grenzübergänge 
lima: = — zu untersuchen, setzen wir x = —t und erhalten 

'*"-i^ = ^^y für gerades *, 

Bei geradem k bleibt demnach der Ausdruck ,/ "; , dessen Vorzeichen 
den Charakter des Werthes a,, bestimmt, ungeändert, während er bei un- 
geradem k in — r^ übergeht. Ist k gerade, so haben sowohl für 
lima; = +0 als auch fllr lima; = — unendlich viele Integrale den Grenz- 
werth cfoi wenn .^-^(- > ist. Bei geradem k mit -^v^ x- < ist bei 
beiden Grenzübergängen nur ein Integral mit limy = «o vorhanden. Ist k un- 
gerade und —>—<- > 0, so ist für unendlich viele Integrale limy = Oo, aber 

nur für ein Integral limy = a„; umgekehrt bei ungeradem k mit -Tr~^<0. 

Wir haben demnach für die Integralcurven der Differentialgleichung 
(1.) mit & >> drei Arten von singulären Punkten a; = 0, y = Oy. Abgesehen 
von x = haben alle durch den Punkt ar = 0, y = «o gehenden Integral* 
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Zusammenstellung der Formeln 

des Herrn Ä. Ghindelfinger zum Hauptaxenproblem 

der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse 

bei Zugrundelegung von projectiven Coordinaten. 

(Von Herrn Ph. Bruchei in Darmstadt.) 



i/ie folgende Arbeit bildet einen Auszug aus Vorträgen, die mir 
Herr Gundelfinger zum Zweck der Herausgabe gehalten hat Sie sollte als 
Ergänzung bezw. Erweiterung der Methoden und Sätze dienen, die in 
den „Vorlesungen*) aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte von 
S. Gundelfinger, herausgegeben von F. Dingeldey, 1895" entwickelt worden 
sind. Wir haben eine vorläufige Zusammenstellung für nöthig gefunden, 
weil in den besten und ausführlichsten Lehrbüchern über die analytische Geo- 
metrie der Flächen zweiten Grades (Plücker, Hesse, Salmon-Fiedler, Clebsch- 
Lindemann) die Entwickelungen entweder sich nur auf Cartesische Coordi- 
naten oder wenigstens nicht auf allgemeine projective Coordinaten beziehen. 
Ueberdies sind die letzten Formeln gerade für die Ausartungen — wie 
immer in der Algebra, so auch hier schwieriger als die sog. allgemeinen 
Fälle — nicht mit der nöthigen Einfachheit und unvollständig behandelt 
worden**). 

Um die üebersicht der Formeln nicht zu stören, wurden die Beweise 
im Texte vielfach nur angedeutet oder am Schlüsse einzelner Abschnitte 
in Anmerkungen gegeben. Der Vollständigkeit halber sind die Kriterien 



*) Im Folgenden sind alle Verweise auf dieses Buch unter der Abkürzung „Eegelscb.^ 
gegeben. 

**) Von den verschiedenen speciellen Fällen einer allgemeinen Flächenschaar 
U. Klasse sind bei einer confocalen Schaar mehrere Fälle auszuschliessen auf Grund des 
Fundamentaltheorems (8) B) in den „Kegelsch.*^ S. 68; vgl. auch die Entwickelungen von 
Herrn Gundelfinger in Hessen Raumgeometrie. Suppl. IV S. 515 ff. (Satz 23). 
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der Flächen zweiter Ordnung (resp. Klasse) und ihrer ebenen Schnitte hier 
beigefügt, und zwar dem Inhalte nach die gleichen, welche Herr Oundel" 
finger in Hessen analytischer Geometrie des Raumes, (1876) gegeben hat, 
jedoch in eine fUr die Berechnung praktischere Form gebracht 



Erster Theil. 

Kriterien der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse sowie der Curven 

zweiter Ordnung im Räume. 

§1. 

Definitionen. 

Im Folgenden werden für einen variabelen Punkt P Tetraeder- 
coordinaten XiiXiix^i x^ verwandt , die durch eine laufende Proportion 
folgender Art definirt sind: 

^ ^ e, c, e, e. 

Dabei bedeuten e^ e2, ^3, e^ die positiv genommenen Abstände eines festen 
Einheitspunktes E von den Seitenebenen a^ ch^ 03, a« des Coordinaten- 
tetraeders, 91, ^2, 93, q^ die Abstände des Punktes P von den vier Seiten- 
ebenen, wobei qi (t = 1, 2, 3, 4) positiv oder negativ zu nehmen ist, je nach- 
dem P und E auf derselben oder entgegengesetzten Seite von Oi (t = 1, 2, 3, 4) 
gelegen sind. Nach derselben Regel sind also auch die Vorzeichen fUr die 
Höhen A^, A,, 63, A4 des Tetraeders zu bestimmen. 

Unter diesen Voraussetzungen ist bekanntlich die Gleichung der un- 
endlich fernen Ebene 

(2.) Pi^i+piXi+p^Xi+p^x^ = 0, worin jd^ = y-- (» = i> 2,3, 4) 

Für homogene rechtwinkelige oder schiefwinkelige Coordinaten ist also 
Pi = P2 = JD3 = 0, JD4 = 1 anzunehmen. 

Die Coordinaten tij : 2^2 : tij : ti« einer Ebene u werden definirt durch 
die Proportion 

(,ö.; u,.u,.u,.u, - h, ' h, ' h, ' h, ' 
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worin Ttf (f = 1, 2, 3, 4) die Entfernungen der vier Scheitel des Tetraeders 
von der gegebenen Ebene u bedeuten. Ihre Gleichung ist 

(4.) u^Xi+U2X2'{'thX3+u^x^ = 0. 

§2. 

Kriterien. 

Es sei 

4 4 

(5.) f(x, x) = liilikaikXiX,, = (a« = «„) 

1 i 

die Gleichung einer Fläche IL Ordnung, 

A ^ -2'±(an022Ö33Ö44) 

die Determinante der Form f(xy x) und 

4 4 QJ^ 

(6.) F{u, u) = 2:i2:kAaUiUi,, worin ^^ = -^-— o, * = i, 2, 3, 4) 



1 1 



doik 



die adjungirte Form von /'(a:, x). 

In den Kriterien der Fläche IL Klasse ist 



4 4 

Ei 2 

1 1 



(7.) (p(u, u) = Hi^kCtii^u^Uk = («rt = «„) 



die Gleichung der betreffenden Fläche, 

A = -2"+ («11 «22 «33 «44) 
die Determinante der Form y(fi, u) und 

4 4 Qjf^ 

(8.) ^(a;, x) ^ 2i2kA.ij,XiXi,. wobei Aij, = -5 — (., t = 1, 2, 3, 4) 

i 1 Ca^fc 

ihre adjungirte Form. 

A) Schnitt einer Fläche II. Ordnung /(x, x) «= mit einer Ebene q^ = 0. 

y und « seien irgend zwei verschiedene, willkürlich fixirte unendlich 
ferne Punkte auf der Schnittebene q^ aber nicht auf f{xy x) = gelegen 
(sodass für diese Punkte qy = 0, qf, = 0, py = 0, p, = 0), P;r = die Gleichung 
der unendlich fernen Ebene und ii;^ = 0, i?, = beliebige Ebenen. 
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I- ^(.9^ 5^) ^ 0: ein nicht zerfallender Kegelschnitt. 
^) Ky^ y)f(fi9 ^)~"/^(y^ ^) > O: eine Ellipse, imaginär oder reell, je nach- 
dem f{y, y) F(q, q)'>0 oder < 0. 

l>) f{yyy)f(fiy^)-f\yy^)<^'' eine Hyperbel, 
c) Ky,y)f{^y^)-r(y,^) = O: eine Parabel. 

IL F(5r, q) = 0, ohne dass alle — q^^ (« = 1? 2, 3, 4) verschwinden; etwa 

— ^ ^^ ^0: ein Geradenpaar. 

a) /'(y,y )/*(«, Ä)—/^(y,a)>0: zwei imaginäre Geraden, deren reeller 

Schnittpunkt im Endlichen liegt. 
^) /'(y^y)/'(^^^)~r(y^*) < 0- zwei reelle, nicht parallele Geraden. 

c) /"(y^ y)/'(»^ ^)— ^(y> ^) = 0: zwei parallele Geraden, imaginär oder 

reell, je nachdem — ^^^ > oder < 0. 

d) /"(y, y) = 0, /"(a, ä) = 0, f{yy a) = 0*): zwei reelle Geraden, von denen 

die eine im Unendlichen liegt. 

III. F{q,q)^0 und alle ^^^|^ (i = 1, 2, 3, 4) gleich Null**): eine 

Doppelgerade. 

a) f(y,y)=^0^ f(z,z) = 0*): eine unendlich ferne Doppelgerade. 

b) eine von den beiden Grössen f(tfyy\ /"(«,«) nicht gleich Null: eine 
im Endlichen gelegene Doppelgerade. 

IV. Seien r, s, t irgend drei willkürlich gewählte Punkte auf q^ = 0, die 
nicht in einer Geraden liegen — etwa die Schnittpunkte mit den 
drei Kanten (a?i = 0, 0:2 = 0), (x2 = 0, X3 = 0), (0:3 = 0, a?i = 0) — und 
ist/(r,r) = 0,/^(*,0 = 0,/^aO = 0, ^r, = 0,y(*, = 0, /(«, r) = 0, 
so bildet die schneidende Ebene einen Theil der Fläche zweiter 
Ordnung. 

Zusatz: Diese sechs Gleichungen sagen aus, dass alle Punkte 
xri+ls^+fxti der Fläche angehören oder auch, dass für alle Werthe der 

Ui und f?, : ( ^ " ^^ ) ^ ist. 



*) Diese Bedingungen sagen aus, dass alle Punkte xy.+^Ä,- auf der unendlich 
fernen Geraden (jqlp) der Fläche angehören. 



**) Diese Bedingungen sind identisch mit f J^O. 
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B) Flächen zweiter Ordnung 0. 

I. A^O: Die Beruhrungsebenen der Flächenpunkte bilden eine doppeltunendliche 

Mannigfaltigkeit. 

1) il ]>> 0: imaginäres Ellipsoid und geradlinige Flächen. 

a) f(y, y)F(p, p) > 0, f(y, y)f(z, ^)-^f\y, ä) > 0>): imaginäres Ellipsoid^). 

b) F(py p) ^ 0, und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht gleich- 

gleichzeitig: einfaches Hyperboloid. 

c) F(pyp) = 0: hyperbolisches Paraboloid. 

2) Ä <dO: nicht geradlinige Flächen. 

a) f(y, y)F(p, p) > 0, fCy, y)f(a, »)-f '(y, ») > 0'): reelles Ellipsoid. 
h) F(py p) ^ 0, und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht gleich- 

zeitig: getheiltes Hyperboloid, 
c) ^(PjP) = 0: elliptisches Paraboloid. 

II. A = 0, aber nicht alle A« gleich Null: Kegel und Cylinder. 

1) f(y, y)f(P. V) > 0, f(y, y)fQ^, ^)-r(y, «) > 0'): imaginärer Kegel. 

2) F(py p) ^ 0, und die beiden Ungleichungen in 1) bestehen nicht gleich- 

zeitig: reeller Kegel. 

3) ^(jPiP) = 0: Cylindergattung. 

a) nicht alle ^^i^^^^ gleich Null; etwa ^^^^' ^^ > 0. 

a) — ^ >0*)- elliptischer Cylinder, imaginär oder reell, je nachdem 

fCy> y)^(7j 9) > oder < 0, wobei 9y = 0, Py = vor- 
ausgesetzt ist. 

b) ^ g^^^^ ^^ < 0*): hyperbolischer Cylinder. 

f)Ffn rt\ 

ß) alle — >; ^"^ gleich Null*): parabolischer Cylinder. 

m. il = 0, alle -4« = 0*), aber mindestens eine Hauptunterdeterminante ü. Grades 

öaafl/9/9— fll^ ^ 0: ciu Ebcncnpaar. 

1) nicht alle ^^^; ^^ gleich Null. 

a) daaO'ßß—olß^O: zwei imaginäre, nicht parallele Ebenen. 

b) ^aa^ßß—^lß <C 0: zwei reelle, nicht parallele Ebenen. 

2) alle — ^ ' gleich Null: zwei parallele Ebenen, imaginär oder reell, 

je nachdem flaa«/?^— «2/9 > 0^) oder <C0. 
IV. il = 0, alle Au = und alle aaadßß—alß = (gleichbedeutend mit: Sämmtliche 

Subdeterminanten IL Grades gleich Null): eine Doppelebene. 

Anmerkung. Bildet die unendlich ferne Ebene einen Theil der Fläche, so ist 
für irgend drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte y, z, t auf p« = 0: 

fOf. y) = 0, /^(», ä) = 0, f ((, = 0, f{y, i) = 0, K», = o, f (/, y) = o •). 
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C) Flächen zweiter Klasse'). 

I. -^ ^ 0: Die Berührungspunkte der Tangentenebenen bilden eine doppeltunendliche 

Mannigfaltigkeit. 

]1.) A^O: imaginäres Ellipsoid und geradlinige Flächen. 

ä) ^(PyP)^I^(y,y)>0, v(p,p)?>(t?,t?)— <p'(p, tj)>0; imaginäres Ellipsoid. 

^) y(p> p) ^ ^^^ dio beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht 

gleichzeitig: einfaches Hyperboloid. 

c) (p(Pi p) = 0: hyperbolisches Paraboloid. 

\) ji <C 0: nicht geradlinige Flächen. 

a) ^{PyPyHy^y)>^y y(P,P)<rC«'»0— 7»'(P»v) >0: reelles Ellipsoid. 

b) ?P(P»P)^0 und die beiden Ungleichungen in a) bestehen nicht 

gleichzeitig: getheiltes Hyperboloid. 

c) y(p» p) = 0« elliptisches Paraboloid. 



II. ^ = 0, aber nicht alle jia gleich Null: Grenzflächen II. Klasse. 

*) 9(PjP)^Cy)y) >0: Ellipse, imaginär oder reell, je nachdem 

g'(P>P)v(^»^)~9'(P>^)>0 oder < 0. 

b) SP(P, P)'^(.y. y) < 0: Hyperbel. 

c) V(PiP) = 0» ^^°® ^^^ *''® 9^'(P») gleich Null: Parabel. 

d) alle q>'(pi) = 0: Kegelschnitt im Unendlichen und zwar, wenn etwa 

^^s (vgl. Bezeichnung in Anm. ^') ^ 0, 
imaginäre Ellipse, wenn J^J^ !> 0, -^j > 0. 
reelle Curve, wenn ^, ^/, und J^ nicht gleichzeitig positiv. 

Jll- ^ = 0, alle -^ü = 0, aber nicht alle Subdeterminanten II. Grades gleich Null: 

etwa akkOu—alt ^ (wobei k, l zwei bestimmte Zahlen aus der Reihe 
1, 2, 3, 4 seien): ein Punktepaar. 

a) qp(p, p) ^ 0: ein im Endlichen gelegenes Punktepaar, 

imaginär, wenn akkCtu^oh > (für irgend ein Zahlenpaar /f, / 

aus der Reihe 1, 2, 3, 4), 
reell, wenn akkOiu—oh <C 0. 

b) g>(p^p) = und nicht alle (p\pi) gleich Null: ein Punktepaar, wovon ein 

Punkt im Endlichen und ein Punkt im Unendlichen. 

c) alle g>'(Pi) = 0: zwei Punkte im Unendlichen, 

imaginär, wenn aHa« — aÄ>0, 
reell^ wenn aikOö— a«<I 0. 

J = Oj alle Au = und alle auOtf— «w = 0: ein Doppelpunkt, 
im Endlichen, wenn 9)(p, p) ^ 0, 
im Unendlichen, wenn qp(p, p) = 0. 

lomal für Hnthemfitik Bd. CXIX. Ueft 3. 29 
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Anmerkungen zu den voranstehenden Kriterien der Flächen und ihrer ebenen Schnitte. 

') In den Kriterien der Flächen II. Ordnung sind y und z irgend zwei verschiedene, 
willkürlich fixirte Punkte auf der unendlich fernen Ebene, und g« = eine willkürliche 
Ebene, die durch y geht, für welche jedoch F(q, q) nicht verschwindet. 

^) Das Gleichheitszeichen ist in jedem Falle ausgeschlossen. 

-*) Die Kriterien für das imaginäre Ellipsoid können ersetzt werden durch ^,^, >0, 
z/, > 0, worin //, = a««, /^ = ^±(aaaaßß), ^, = ^±(f^aaaßßarr)^ wenn a, /9, y, 8 irgend 
eine bestimmte Permutation von 1, 2, 3, 4 ist. Sind diese Bedingungen für eine be- 
stimmte Permutation erfüllt, so sind sie für jede erfüllt. 

') Man könnte auch sagen: f(y, y)/'(z', ») — /"'(i/, s) > 0, wobei das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen ist. 

*) Man könnte auch sagen: f(y,y)f(z,z)—f^(y,z)^0. 

*) Man könnte auch sagen: f(y, y)f(z*i ^) — f^Oj^ ^) ^ 0. 

^) i4 = und sämmtliche Au = (t = 1, 2, 3, 4) ist gleichbedeutend mit: Sämmt- 
liche i4,t = (i, Ä = 1,2,3,4). 

^) Wenn auch nur eine einzige Ilauptunterdeterminante II. Grades a^ya^j^— a'^ ver- 
schwindet, so tritt der zweite Fall („reell") ein. 

*) Diese sechs Bedingungen sagen aus, dass alle Punkte xy-\-Xz-\-fit auf p, = der 
Fläche angehören. 

') In dieser Zusammenstellung ist r^ = eine beliebige Ebene q^(v,v)^0 und y 
ein beliebig fixirter Punkt auf der Geraden (p,, = 0, Va- = 0). 

Um die Kriterien für die Flächen IL Ordnung zu erhalten, hat man 
zuerst die Ellipsoide von den übrigen Flächen geschieden durch die Be- 
dingungen, unter welchen f(x, x) = von p,. = in einer imaginären Ellipse 
geschnitten wird. Sodann wurden unter der Voraussetzung reeller Flächen 
die geradlinigen von den nichtgeradlinigen Flächen getrennt: man unter- 
suchte, wann die Fläche von einer Tangentenebene in einem reellen oder 
imaginären Geradenpaar getroffen wird und erhielt bei f(y, y) = und be- 
liebigen Ui die Bedingungen*) (trY^'x "') <5 oder —Aul ^ ^• 

Zum Schlüsse mögen die zur Ableitung der Kriterien für die ebenen 
Schnitte einer Fläche IL Ordnung nöthigen Untersuchungen folgen, die mit 
Hülfe der beiden Fälle ^ ^ die Entscheidung über die Gattung einer 
Fläche IL Ordnung resp. Klasse gegeben haben. 

I. Wann wird eine Fläche /"(x, x) = von einer Ebene ^a? = in 
einer imaginären Ellipse geschnitten? 

Man fixire auf der Geraden (jd, = 0, qf, = 0) beliebig zwei Punkte y 
und z, dann muss in diesem Pralle ACy, y)+2A/'(y, a)+AY(a, ») = zwei 




♦) vgl. Schlömilch, Z. XVIII S. 543—552. 
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imaginäre Wurzeln besitzen, d. h. f(y, y)[{^9 ^)'^r(yy «) > und auch f(y, y) 
sowohl wie /(«, ä) von Null verschieden sein. Ferner muss (^VrfJ^K) > 

d.i. — /"(y, y)(^) > 0, weil Sf\y^Xi=^Q eine Diametralebene ist. 

Dieser Beweis gilt übrigens auch dann, wenn ^^^ = mit p^. = zu- 
sammenfällt, nur sind dann y und z irgend zwei Punkte auf p^ = 0. 

IL Wann wird eine Fläche II. Ordnung f(x, a;) = von einer 
Ebene ^ar = in einem Geradenpaar getroffen? 

Seien «< die Coordinaten der Spitze, rr, die Coordinaten irgend eines 
Punktes auf dem ebenen Schnitte, so mtisste /(ä, ä)+2A/'(», x)+l^f(x, a:) = 
für alle Werthe von l befriedigt werden, d. h. f{zy ar) = raüsste mit ^, = 
identisch sein, somit /"(«,) = P 9.5 d* überdies ^, = ist, so wird F(q,q) = 
die gesuchte Bedingung sein. 

III. Wann werden diese beiden Geraden zusammenfallen? 

Dazu ist nöthig, dass irgend eine Ebene n^ = mit (/"(^p, x) = 0, 

jf, = 0) zwei zusammenfallende Schnittpunkte hat, also (^")^0 für alle 

u, oder f(y,y)f(iz, z)-f'(y,z) = 0. 

IV. Soll endlich f(x,x) = q^.r^ sein, so wird jeder Punkt y auf 

jf, = auch auf /'(y, y) = liegen; mithin ist('"^)^0 bei beliebigen 

Ui und Vi die gesuchte Bedingung. 

N.B. Zur Ableitung der Bedingung für einen elliptischen Cylinder 
hat man eine willkürliche Ebene gf, = , flir welche F(q, q)^0 ist, mit 
f(x, a:) = zum Schnitt gebracht. Dieser Schnitt ist jedenfalls endlich und 
im Falle eines reellen resp. imaginären elliptischen Cylinders eine reelle 
resp. imaginäre Ellipse. 



Zweiter Theil. 
Hauptaxenproblem für die Flächen II. Ordnung. 

§1. 

Definition der hierbei auftretenden Invarianten, Zwischenformen, Covarianten und Contravarianten. 

4 4 

Es sei in Uebereinstimmung mit dem Früheren f(x, x) = j;* 2:kaaXiXi, = 

(Oft = a«) die Gleichung einer Fläche IL Ordnung, A — ^±(oiia«ajja44) die 

29* 
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4 4 



Determinante der Form f(x,x) und F(fi, w) = — ( ) = £i2:kAij^UiUiy worin 

^U^ 1 1 

Aik = -^ — , die adjungirte Form von /"(x, x). Wir setzen ferner 

und fuhren ausserdem die, analog § 2 „Kegelsch." gebildete, definite Form 



M? . . w! . r^ W.M« y V . . ^ W.U. 



(1.) a,(«, «) = -^4-... + ->+2-^co8(a., «,)+...+2^co8(a*, a,)*) 



c, e^ 6,^2 c^Cj 



ein, die gleich Null gesetzt den imaginären Kugelkreis darstellt. Ihre ad- 
jungirte Form hat den Werth 

(2.) n(x, x) = Tpi. 

Durch Specialisirung der a?, erhält man für t die Werthe 

in Bezug auf den letzten Werth sei für den Beweis bemerkt, dass 

Andere Werthe für t kann man aus den in „Kegelsch.'^ S. 61 angegebenen 
nach Analogie ableiten. ^ 

Es mögen hier noch einige Bezeichnungen erläutert werden, die 
später Anwendung finden. Man setze 

1 1 C/Mj 



(3.) cü(^, /i, /i, /O = ^^2:*6,;fca:,a?;^; 

ferner sei 

(4.) [a, cd] ^ anö>u+2ai2Cüi2+--- = -^'a^co^, «,* = !, 2, 3, 4) 

(5.) [b, (o] ^ 611^11+2612^12+-" = ^bik(JDij,. (*, * = 1, 2, 3. 4) 

Wird als Hauptebene einer Fläche IL Ordnung eine im Endlichen 
gelegene Ebene u^==^0 bezeichnet, die mit der Polare ihres Normalencentrums 
zusammenfällt, so stellt 

(6.) v^= ii.«>'Wr(^0 = 



*) Dabei ist zu beachten, dass (a«, Ok) das Supplement desjenigen Winkels der 
Ebenen a?. = 0, Xk = bedeutet, in welchem der Einheitspunkt liegt. 



\ 
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die Polare des Normalencentrums von ti;^ == dar, d. h. des anendlich fernen 
Punktes, in welchem sich alle Normalen der Ebene w, = schneiden. Wird 
für diese Form folgende Bezeichnung eingefllhrt: 



(7.) 



4 

2 

l 






4 4 



1 i 



dass 

«,* = w,.iajti+tü.2a;t2+c«.3Öitj+w.4a*4 
ist, so erhält man, wenn man mit Kronecker 

d,, = für i^k und d^ = 1 für i = A- 

setzt, als biquadratische Gleichung, von der das Problem der Hauptaxen 
abhängt, 

deren Wurzeln mit 

i^y = 0, i'", k", i' 

bezeichnet werden mögen. 
Hierin ist 

z/o = ^11^1+2^12^2+- =^'^\Anp]+2Ai2PiP2+"'\ = '^F(p, p)j 

l J2 = [a, cü]. 

erner treten, wenn man a^— J^i mit ß^ bezeichnet, noch folgende For- 
en auf: 

1) die Zwischenform 
(10.) Z(A) = (l\^^ = k'Z,-VZ,+kZ,^Z,, 

ren Coefficienteu in folgende Gestalt gebracht werden können: 
Z, = [a, cü]ii,~|i,cü'(ii,)r(^0, 



(9.) 



4 4 



Z, = ^,«,-^,i^,tü'(tt,)/'(a?.)+if««''(A)/"(«'.), 

worin auch i2:<to'(A)/'(«'«) = ^i g„^ g^^ , 
Z„ = rp,F(u, p). 
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2) die Covariante 

(11.) C(A) = Q/(^P,^ = A^C3-A^C,+AC,-C,, 

C3 = f(x, x\ 

Ci = ^iA(x, x)-JMfu A, A, ^)+KXi, X2^ /3, ^4), worin ;:, = iai'(/;), 
Co = T^Apl. 

3) die Contravariante 

(12.) ixi) = (}'"l^''\ = i?i\^i'r,+ir,-^i\,, 

r^ = [a, cü]£o(fi, u)-f(o)y, CÜ2, CO3, W4), 

Tj = J^o)(uyU)-J.if(o)^, CÜ2, £03, ö>4)+tt>(V^i, V^2, V^3, V^4), worfn tpi = ^f(o)i), 

r. = 0. 

Die vier Grössen ^(A), Z(A), C(A), Jr(A) sind absolute Invarianten, 
wenn f(xy x) und cü(«i, «) durch lineare, resp. zugehörige contragrediente 
Substitutionen transformirt werden. 

Dieselben Ausdrücke treten auch bei der Entwickelung der folgenden 
Determinanten auf, wenn darin 

bedeutet: 

(13.) 2±(:y,,Y,^Y,,Y,,) = .^M^~/i^^V,+A^M^i-/^TF(p, p\ 

(14.) -(^fW^.* " .^'^'23-.ttM^Z,+.a^Z,-Z„ 

(15.) -C) = uM^C3~.aMC,+aC,-T;,^, 

(16.) -(JfcSX* = ^^^^/3-^'^^/^2+tt^/;-/;. 

Die Gleichungen (13.) bis (16.) werden mit den Def. (8.) bis (12.) identisch, 
wenn man sie mit A multiplicirt. 

§2. 

Dimensionen der Flächen II. Ordnung. 

In diesem Paragraphen sind die Formeln, die sich auf die Dimensionen 
der Flächen beziehen, zusammengestellt. Die Beweise ergeben sich im Zu- 
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Mittelpunkt, eine Mittelpunktsgerade oder eine Mittelpunktsebene vorhanden 
ist, oder ob schliesslich jeder Punkt des Raumes als ein uneigentlicher 
Mittelpunkt zu betrachten ist. 

Man hat vier Fälle zu unterscheiden: 

1) Wenn ausser l^^=^0 keine andere Wurzel der Gleichung J(l) = 
verschwindet, so hat die Fläche einen einzigen Mittelpunkt. Die transfor- 
mirte Gleichung der Fläche lautet 

(25.) f(x, x) = k'X^+rx:j+l"'X!+xX', = 0, 

wobei 

X, = 0, ^2 = 0, X3 = 

die Gleichungen der Hauptebenen in der Normalform (vgl. „Kegelsch." 
S. 9 — 10) sind, sodass die Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten von 
der Form ist 

va ya yj 

(25*.) — -V- + ^r+ \n, -1 = 0. 

Hierbei hat die Mittelpunktsconstante den Werth 

(26.) X = y^^y = -j-x^- (^^^ beliebige a:,). 

2) Wenn ausser k'" = A'^ = keine andere Wurzel der Gleichung 
z/(A) = verschwindet, und wenn in der Determinante -2"+ (a^ «22 «33 «44) sämmt- 
liche Subdeterminanten HI. Grades -2'±(a,„a^„a,p) verschwinden (Zq^O), so 
hat die Fläche eine Mittelpunktsgerade. 

Die transformirte Gleichung wird 

(27.) fix, x) = l'X^+k"X^+xX^ = 0, 

wobei 

(28.) y. = 4^:^^^)- = -n:(;' ") = C.:^.X^ 
^ "^ oai„, dai,n ^u^ ^p u^ 

(/, m = 1, 2, 3. 4) (für beliebig« Uj) (für beliebige x^) 

3) Ist l" = l'" = i'^= 0, l'^O und verschwinden in -2*+ («11022 «33 «44) 
sämmtliche Subdeterminanten H. Grades ctiia^jn—^imf^id (^i^O, Zy^O), so 
besitzt die Fläche eine Mittelpunktsebene. 

In diesem Falle ist 

(29.) fix, x) = l'X't+xXi, 

(30.) ;^ = -^^-:-?^^ = 

{k, l, m, n = 1, 2, 3, 4) (für beliebige k,-, v,) (für beliebige sfi 
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Anmerkung: Die Bestimmung von x in den Fällen 1), 2), 3) wird 
ewonnen durch die Bemerkung, dass f(x^x)—xXl=^Q einen Kegel, resp. 
ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene repräsentirt. 

4) Ist l! = A" = A"' = A^^ = und verschwinden sämmtliche a,jt (Z^ = 0), 
ISO kann jeder Punkt im Räume '^) als ein uneigentlicher Mittelpunkt der 
iFläche aufgefasst werden : f{xy o?) = stellt eine Doppelebene dar, die mit 
er unendlich fernen Ebene zusammenfällt: 

(31.) f(x, X) = xXl 

(32.) ;, = _f^ = /(?L^ = A.. 

(/, m =» 1, 2, 3, 4) (für beliebige Xj) 

B. Flächen ohne Mittelpunkt im Endlichen. 

1) Wenn ausser A'" = A^^ = keine andere Wurzel der Gleichung 
(A) = verschwindet, und wenn in der Determinante ^ ±(a^i(t22a^z^^ 
indestens eine der Subdeterminanten III. Grades -2'±(a,„ja;h.a^p) nicht ver- 
chwindet, so hat man den Fall der Paraboloide. 
Die Transformation ergiebt 
(33.) f{x, x) = )i'X^+k"X.r-2QX,X,, 

'^vorin 



(für btliebige u-) (fBr b«li«Mg« Uf) (für belitUge s^) 

Anmerkung. Wegen der Bezeichnungen hier und im Folgenden 

-^gl. § 1. 

2) Wenn X" = l'" = l"" =0, il' ^ und wenn mindestens eine Sub- 
determinante IL Grades auf^km—^im^u nicht verschwindet, so stellt f{x, a?) = 
einen parabolischen Cylinder dar: 

(35.) fix, x) = X'XI-2qX,X*, 



(36.) 



2_ baabßß—bls 






(für beliebige u^, Vj) 
baabßß — blß C, 



^' (ßaaP^—'iaaßPaPß + CLßßPl) ^, ^J 

(für beliebige x^ 



*) Jeder Punkt im Endlichen kann als Mittelpunkt der Fläche XJ = aufgefasst 
werden, d. h. als ein Punkt, der mit jedem Punkte im Unendlichen ein Punktepaar bildet, 
das harmonisch liegt zu diesem letzteren, als Doppelpunkt aufzufassenden Punkte. 
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3) Ist A' = A"== i'" = i'^ = 0, aber mindestens ein a^ von Null ver- 
schieden, so bildet die unendlich ferne Ebene einen Theil der Fläche: 

(37.) fix, x) = -'2gX,X, = 0, 

^^^'^ p xj — "'-i^--xr- 

(für beliebige x^) (für beliebige Xj) 

Anmerkung. Die Werthe für p^ ergeben sich analog den Werthen 
für X durch die Bemerkung, dass cü(/i, /i, /a, /4)--(>^X4 = in den Fällen 
(33.) und (35.) ein Ebenenpaar resp. eine Doppelebene repräsentirt. 

§3. 

Bestimmung der Lage der Hauptebenen und der Richtung der Hauptaxcn der Flächen IL Ordnung. 

Zunächst schliessen wir den Fall aus, dass eine nicht verschwindende 
Wurzel der Gleichung z/(i) = eine Doppel wurzel sei. Im übrigen werden 
die einzelnen Fälle nach der in § 2 gegebenen Eintheilung behandelt 

A. Mittelpunktsflächen. 

1. Flächen II. Ordnung mit einem einzigen Mittelpunkt (cfr. § 2 
A 1)): sämmtliche l^*^^0 (i=l,2,3). 

Durch Partialbruchzerlegung erhält man 

r^q^s ^(^) _ Zß') 1 Z(n 1 Zßn 1 F(p, u) 1 

^^^'^ J(X) "" J'(A') * A-A' '^J'(X") * X-k" "^ ^^'(A'") 'A-ä'" '^P' F(p, p)' l ' 

wobei 

^'(r') = A'"(A'"-A')(>t'"-A"). 

Nach einem bekannten Theoreme (vgl. z. B. Hesse, dieses Journal Bd. 69 
S. 319) zerfällt Z(A^'^) in das Product zweier linearer Ausdrücke £/i und Xi, 
von denen der eine in den Ui, der andere in den Xi linear ist. Ausserdem 
sind die JTi, -X21 -X3, ^^4 den Wurzeln l', X", X'" und X^^ entsprechende Aus- 
drücke, die die Gleichungen (cfr. (6.) bis (8.)): 

befriedigen. Hiemach ist 

r4o^ -^W ^ ür^r 1 u.x, u,x, u,x, 

^*^'>' J(X) "^ A-A' "^ A— A'' "^ A-A'" "^ A ' 















^«•^ . .wnW^'t;,..'fi+^ ''''^...«X^C'«'*Vt«-i- 






•eben, t)^«- Ä'^^-tt"^**'*"*"!^ »^' ' 



<^»" 2^ flu»*«» ^- 
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Ferner ergiebt sich wie oben 

(58.) ^' = 4l^p Vl+U\=/^; 

^^^•■> J(X) ~ X—X'^" X ' 

(60.) i'jc^ = ^, >'^* = -^- 

Speciell für 1 = x> erhält man aus (55.), (57.) und (59.) 

UiXi+U2X2+u^X3+u^x^ = UiXi+ 11-2X2+ U^Xz+U^X^, 

<u, u) = u\+m+vi, 

f(x, x) = l'Xi+y.Xl 

Z(l') = liefert die Gleichung der Hauptebene resp. Hauptaxenrichtung (cfr. 1). 
4) Ist iJ = A" = i!" = A^'" = und verschwinden sämmtliche a^, so 
ist Zu ^ 0, Zi ^ 0, Z2 ^ : /'(x, a?) = ist eine Doppelebene, die mit der 
unendlich fernen Ebene zusammenfällt: 

f{Xy x) = zX\. 

B. Flächen ohne Mittelpunkt im Endlichen. 

1) Die Paraboloide (cfr. § 2, B. 1)). 

A'" = i/^ = 0, aber mindestens eine Subdeterminante III. Grades von 
^±(«11 «22 «33 «44) von Null verschieden. Die den beiden nicht verschwinden- 
den Wurzeln i' und A" und der Wurzel V^ = entsprechenden Hauptebenen 
resp. Hauptaxenrichtungen seien (bis auf einen constanten Factor) mit 
Ai = 0, -¥2 = 0, -Y4 = Px = resp. üi = 0, 1/2 = 0, 1/3 = (auf -Yi = 0, ^2 = 
gelegen) bezeichnet (cfr. (39*.)). 

Aus der Partialbruchzerlegung geht hervor 

rfiM IW ^ _^(i') 1 . z{r) _i z, j_ z^^VzVA. JL 

worin 

und -Xi = 0, -^2 = in der Normalform angenommen werden können. 
Man setze nun 

(63.) ll(^x, = ^Ü,X,, 
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Tvorin p einen noch verfügbaren Factor bedeute. Nennt man U^ = den 
im Endlichen gelegenen Schnittpunkt von Jfi = 0, X2 = mit der Fläche 
/X^x, a?) = und legt man ein Coordinatensystem zu Grunde, dessen Ecken 
durch üi = (i = 1, 2, 3), 1/4 = und dessen Gegenseiten durch X^ = (ft = 1, 
2, 3), JQ = /?, = dargestellt sind, so lässt sich durch passende Fixirung der 
Coefficienten in X3 = und üi = eine Identität herstellen von der Form 

UiXi+UiXi+u^x^+u^x^ = 111X1+1/2X2+ U^X^+U^X^. 

Durch Vergleichung der Coefficienten von -j- auf beiden Seiten der Glei- 
cliung (61.) folgt somit: 

(63-.) ^^^^'- = U,X, + U,Xr). 

Dadurch wird 

Ersetzt man die 11, durch ^/^(a?.), so gehen nach dem System (39*.) 

Ui in i'Xi, t/2 in VXj, ü^ in — P-X4, U^ in —9X3 
über und man erhält 

r65>i .^W ^ A-x? rx; g'y; 2gX3X, 

IMultiplicirt man beiderseits mit i^ und setzt nachher A = 0, so ergiebt sich 
(66.) -^ = g^Xl=-^, mithin p^ = -^-). 

Multiplicirt man dagegen mit l und setzt danach A = cx>, so folgt: 
(67.) fix, x) = A'Z?+rZ^-2pZ3^. 

Ersetzt man in (64.) die Xi durch ^co'(ii,), so gehen 

-Xj in üi, -X2 in (/j, Xj in t/,, X4 in 
Hber; man erhält somit 

rßft^ -TW _ t/? t/; t/; 

^^^'^ J(X) "" A-A' "^ A-A" "*" A 



*) Ohne geometrische Anschauung Hesse sich diese Relation auch ableiten an der 
Hand der allgemeinen Theorie der Elementartheiler (W^erstrass 1868, Berl. Mon.-Ber.; 
Gundelßnger in Hesses Raumgeometrie, Suppl. IV S. 498 u. ff.). Aehnliches gilt übrigens 
von den analogen hier auftretenden Fällen. 

**) Hierdurch ist, wenn die X^ und somit auch 17, dem Vorzeichen nach festgelegt 
sind, Q dem Vorzeichen nach bestimmt. 
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und daraus für A = oo : 

Ausserdem ergiebt sich aus (65.) resp. (68.): 






r 



4 

Es erübrigt noch die Bestimmung von U^ und X^. Durch Vergleichung — 
der Coefficienten der Contravariante 

(71.) r(i) = vr,^i'r\+xi\^r, 

findet man 

(72.) l"m+X'Ul = /^,-i^r,; 

diesen Werth benutzt man bei der Berechnung von U^U^ resp. £74. Zu dem 

Zweck geht man von der Contravariante (**) aus und findet 

(73.) rF(u, u) = -e\i'f/^+rf/?)+2pA'rt/3Ü4, 

mithin unter Berücksichtigung von (72.) 

(74.) 1^}l^U,U, = F(v, u)--^f^{r,^^^^r,), 

worin der Factor von ü» bekannt ist; zur Berechung von X^ erhält man 
auf analoge Art 

(75.) -2prrX3^ = C,-\'Q\l'+l'')Xl. 

Aus diesen beiden letzten Formeln lassen sich U« resp. X^ auch ohne 
Division durch Einführung willkürlicher Parameter (analog „Kegelsch." 
§ 4 p. 38) bestimmen nach der Formel 

(76.) f(x, x)ql = {2f{xy y)q,-f(iyy y)?,)?,, 

worin q^ der bekannte Factor von f(x, x) und der Werth in der Klammer 
der gesuchte Factor ist bei beliebigen yi^ die so gewählt werden müssen, 
dass S'y^O (etwa so, dass ^1 = ^2 = 1^3 = 0, 1^4=1, resp. drei von den 
y< gleich Null, die vierte gleich Eins). 

Eine elegantere Methode zur Berechnung von 17« und ^3 mittelst 
Zwischenformen ergiebt sich auf folgende Weise. Man bildet 

^(1],X,+ U,X,)U,^{qU,U,)X, = qU\X,, 
(77.) - resp. 

.Q\U,X,+ U,X,)X,^ifU,{ffX,X,) = if'V,X\ 
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nnd 



(84.) 






woraus für /l = oo thatsächlich die Identität (82*.) resnltirt Durch die Sub- 
stitution Xi = \<o'(u^ gehen 

X, in l/i, Xi in JJ^i Xj in üj, A« in 

über und (84.) in 

(85.) 






wobei 

(85\) 
Nun ist aber 

mithin 
(86.) 






^'(^') 



J] 



r r 



A' 



TF(a, «) = -(.U't/^, 



Für A = oo folgt ans (85.) 

co(«, «) = U\^Ul+V\. 

Durch die Substitution », = \f (xi) gehen 

üi in A'-Xi, t/j in 0, Z7, in — p-X*, Z/* in —qXj 

über und die Partialbruchzerlegung liefert 



(87.) 
wobei 

mithin 
(88.) 

Ausserdem ist 

(88-.) 



lÖÖ = -jz:jr + jj(f'Xl+-j^(-2(>X,X,), 
speciell fixjx') = X'Xi—2pXjXt, 

J ' Y* — ^( ) «2 Y* — fi 



.* = - 



./,x: 



(bei beliebigen xi). 



-2qX,X, = -^',~^' 



eine Relation zur Berechnung von X^. Setzt man den Werth von p* in (86.) 
ein, so ergeben sich noch folgende Formeln für Ul resp. U]: 



(89.) 



ü^ = i^ F(«, «), ui=4.-iKf(„, «)= fin-^^a;F(«, u) 



C,J, 
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oder auch 

(90.) vi^^^, £/^=_^.?;_. 

3) Die anendlich ferne Ebene bildet einen Theil der Fläche f{x, a?) = 
(vgl. § 2 B 3)). In diesem Falle ist J,, =.J, = J^=zQ^ mithin Z„ = Z^ = 0. 
Die Partialbruchzerlegung liefert 

m ^ ZW ^ ~Z,A'+Z,A» _ -Z, Z. 



Setzt man 

Z2 = qU^X^ (mit einem verfügbaren Factor p) 
lind 

Z3 = u,x, + u,x,+ u,x,+ u,x,, 

^w^elch letzteres auf anendlich viele Arten möglich ist, so ergiebt sich 

(92.) 4[l^ = ""^A^'^' +^(U,X,+ U,X,+ U,X,+U,X,) 

xind daraas für it = oc 

UiXi+U2X2+UiX^+u^x^ = 1/1X1 + 1/2X2 + 1/3X3 + [74X4. 
Die Sabstitation ar, = ^cü'(ei..) liefert 

Substitairt man w< = ^/'(a;<), so erhält man 

"wobei 

xnithin 

(95.) 
xmnd 

— 2(>X3X4 = C3. 

■Setzt man den Werth von p^ oben ein, so ergiebt sich 
(96.) 1^3 = ^, ^= ^ 



P^^4^ - 


— Cj, 




p- = - 





C, ' ^ — 4C, 

(Fortsetzung folgt.) 



31* 
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lieber ein allgemeines aus Thetafunetionen 

von zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem 

und seine Verwendung in der Mechanik*). 

(Von Herrn Eugen Jahnke in Charlottenburg.) 



Merr F. Caspary ist durch den von ihm entdeckten Znsammenhang 
zwischen den Thetafunetionen und den Elementen eines Orthogonalsystems**) 
zu einer neuen Methode geführt worden, Probleme der Mechanik zu be- 
handeln. Diese Methode, auf deren Bedeutung für die Rotationsprobleme zu- 
erst Herr Budde in seiner Mechanik (II, S. 968) hingewiesen hat, besteht darin, 
ausgehend von algebraischen Identitäten, unter Benutzung der quadratischen 
Transformation, die Elemente eines Orthogonalsystems, d. h. nach Herrn 
Caspary die neun Coefficienten a„,^ (m, « = 1, 2, 3) einer orthogonalen Sub- 
stitution mit der Determinante +1 und die sechs Differentialgrössen 

Ph = —((^ikdau+(hkda2i+aud€hi)^ 
«a rfö/i + ö*2 daß + 0*3 daa 

durch die Thetafunetionen auszudrücken und mittelst der Differentialglei- 
chungen des mechanischen Problems die in diese Ausdrücke eingehenden 
beliebigen Functionen und die in den Thetafunetionen enthaltenen beliebigen 
Argumente passend zu bestimmen. 



l V. = a,i dan + 0*2 daa + a,. dan ^ 3» ». ^y 



*) Diese Arbeit ist eine weitere Ausführung einer am 30. Juli 1896 von Herrn 
Fuchs der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vorgelegten Notiz. 

**) Sur une nouvelle methode d'exposition de la theorie des fonctions theta, et sur 
un theoreme elementaire relatif aux fonctions hyperelliptiques de premiire esp^ce. 
C. R. CXI, 225 — 227, 1890. — Sur les relations qui lient les elements d'un Systeme 
orthogonal aux fonctions theta et sigma d'un seul argument et aux fonctions elliptiques 
et sur une theorie elementaire de ces transcendantes, deduite desdites relations. Joum. 
de Math. (4.) VI, 367 — 404, 1890. — Sur une nouvelle maniere d'etablir les relations 
algebriques qui ont Heu entre les fonctions hyperelliptiques de premiere esp^ce. Ann. 
de l'Ec. Norm. (3) X, 253—261, 1893. 
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Von seiner Methode hat Herr Caspary zwei Anwendungen gegehen, 
einmal auf das Problem der Drehung eines starren Körpers um einen festen 
Punkt, wo er unmittelbar und genau diejenigen Formeln erhält, durch welche 
Jacobiy Lottner, Dumas, Hermite, Halphen, Darboux und Hess Specialfälle 
des Problems gelöst haben*); zweitens, unter Benutzung der Thetafunctionen 
zweier Argumente, auf den H. fFefterschen Fall**) der Bewegung eines 
f^esten Körpers in einer Flüssigkeit***). 

Bei dem Versuche, den ich unternommen, in einem allgemeineren 
T'alle dieses Problems, nämlich demjenigen, wo die von Herrn Weber über 
den Anfangszustand gemachte beschränkende Voraussetzung fortfällt, die neue 
IVf ethode auf ihre Anwendbarkeit zu erproben, habe ich gefunden, dass man 
vermöge derselben in der That ein allgemeineres, aus Thetafunctionen 
zweier Argumente gebildetes Orthogonalsystem der neun Coefficienten und 
sechs Differentialgrössen aufstellen kann, welches ebenfalls bei passender 
Bestimmung der in ihm enthaltenen beliebigen Function und beliebigen Argu- 
mente jene Formeln liefert, durch die Herr F. Kotier f) das Problem der 
Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit für den genannten Fall 
zam Abschluss gebracht hat. 

Neuerdings hat Herr F. Kotier -f-f) ein allgemeines Orthogonalsystem 
mitgetheilt , welches die Lösungen mehrerer Probleme der Mechanik als 



*) Sur une maniere d'exprimer, au moyen des fonctions theta d'un seul argument, 
les coefficients de trois systemes orthogonaux dont un est compose des deux autres. 
C. R. CVII, 859 — 862, 1888. — Sur rapplication des fonctions theta d'un seul argument 
anx problemes de la rotation. C. R. CVII, 901—903, 937—938, 1888. — Sur les ex- 
pressions des angles d^Euler, de leurs fonctions trigonometriques et des neuf coeflQcients 
d'une Substitution orthogonale au moyen des fonctions theta d'un seul argument. Bull. 
des sc. math. XIII, 89 — 111, 1889. — Sur une methode elementaire pour etablir les 
eqaations differentielles dont les fonctions theta forment les integrales. C. R. CXII, 
1120—1123, 1891. 

••) Anwendung der Thetafunctionen zweier Veränderlicher auf die Theorie der Be- 
wegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Math. Ann. Bd. XIV, S. 173 — 206. 

•*•) Sur deux systemes d'equations differentielles dont les fonctions hyperelliptiques 
de prämiere espece forment les integrales. C. R. CXII, 1305 — 1308, 1891. 

f) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Dieses Journal 
Bd. CIX, S. 110, 111. 

ff) üeber eine Darstellung der Richtungscosinus zweier orthogonaler Coordinaten- 
systeme durch Thetafunctionen zweier Argumente, welche die Lösungen mehrerer Probleme 
der Mechanik als Specialfalle umfasst. Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1895, 8. 809 — 814. 
Vgl. auch dieses Journal Bd. CXVI, S. 213—246. 
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Specialfälle nmfasst Insbesondere lassen sich aus demselben der eben er- 
wähnte F, Ä'ö/tersche und der W. Stekloff'sche Fall der Bewegung eine» 
starren Körpers in einer idealen Flüssigkeit*), sowie der durch Frau. 
eon Kowaleeski aufgefundene integrable Fall des Rotationsproblems**) 
durch Specialisiren herleiten. 

Die Ca^parjf sehe Methode fuhrt auch zu diesem System and liefert 
zugleich das Resultat, dass das allgemeine eon Herrn F. Kötter entdeckte 
Orthogonalsystem durch Composition zweier identischer Orthogonalsysteme 
hervorgeht***). 

Im Folgenden werde ich zunächst das allgemeine F. KötterBche 
System vermöge der Co^/^ari^schen Methode herleiten. Zu dem Zweck weise 
ich nach: es lässt sich der Begriff der Composition in dem Sinne erweitem, 
dass die Zusammensetzung eines orthogonalen Sechzehnersystems einerseits 
und der beiden zugehörigen Neunersysteme andererseits mit einem orthogo- 
nalen Neunersystem (E) wieder zu einem orthogonalen Neunersystem (^A) 
fuhrt. Bei dieser Entstehungs weise tritt ohne weiteres die Reciprocitäts- 
beziehung zwischen den Systemen {Ä) und (E) hervor, derart dass auch 
das System {E) aus der Zusammensetzung desselben Sechzehnersystems einer- 
seits und seiner zugehörigen Neunersysteme andererseits mit dem System (^Ä) 
entspringt. Werden in die hiermit gewonnene Darstellung der Elemente 
f^mny fhf ^h dcs Orthogoualsystcms (^A) das von Weierstrass und Herrn 
H. Weber entdeckte Neunersystem sowie das von Herrn Casparyf) und mir 
gefundene Sechzehnersystem der Thetafunctionen von zwei Argumenten ein- 
geführt, so ergiebt sich das allgemeine F, Kötter&che System. 

Die p]rkenntniss , dass letzteres System durch Composition zweier 




*) XJeber die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Mathl Ann. -^ 
XLII, 273 — 274, 1893. Vgl. auch A. Ljapunoff, Ein neuer Fall, in welchem die Inte- 
grale der Differentialgleichungen der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit 
sich ergeben. Charkow Ges. IV, 81 — 85, 1893. 

**) Vgl. F. Kötter, Sur le cas de rotation d'un corps solide pesant autour d'un 
point fixe traite par Mme. Kowalevski, Acta math. XVII, 209 — 264. 

***) Dieser Theil der Einleitung ist der in den Sitzungsberichten der Berliner Aka- 
demie vom 30. Juli 1896 erschienenen Arbeit des Verfassers: Ueber ein aUgemeines 
aus Thetafunctionen von zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem und seine Ver- 
wendung in der Mechanik^ entlehnt (S. 1023 — 1025). 

f) Zur Theorie der Thetafunctionen von zwei Argumenten. Dieses Journal 
Bd. XCIV, S. 77. 
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identischer Orthogonalsysteme hervorgeht, ermöglicht sodann die Aufstellung 
eines noch allgemeineren Formelsystems, welches jenes als Specialfall 
umfasst. 

In Verallgemeinerung meines Theorems üher eine neue Bildungs- 
^weise von Neunersystemen zeige ich nämlich, dass sich vier orthogonale 
Sechzehnersysteme (die unter einander in einfacher Weise zusammenhängen) 
mit einem fünften orthogonalen Sechzehnersystem (H) wieder zu einem 
solchen (6) zusammensetzen lassen. Auf diesem Wege gelingt es, die 
CoefBcienten g,j (iyj= 1,2, 3,4) eines Orthogonalsystems durch die Theta- 
producte von vier Sech Zehnersystemen und die Coefficienten A,^ (i^j = 1,2,3,4) 
eines heliehigen Orthogonalsystems auszudrücken. 

Zu den gij gehören nun noch zwölf Differentialgrössen, welche ich 
durch die Gleichungen 

gPrs == -'(9udgij+g2idg2j+gzidgy+g4idg:^j)^ 
(2.) gvrs = gndgj,+gadgj2+gi:idgj^+gi^dgj,), 

g = gl+gl+gli+gli = gn+gl+gl+g% 

definire. Sie sind mit den Differentialgrössen p,,, v^ (A = 1, 2, 3) der heiden 
dem System (G) zugehörigen Neunersysteme in hemerkenswerth einfacher 
Weise verknüpft. Da nun die Auswerthung der p^^ ^h im Vorhergehenden 
geleistet ist, so ergieht sich die Darstellung der jt?„^ t?^, ohne weiteres. 

Zum Schluss leite ich ein System partieller Differentialgleichungen 
her, welches für das System (G) charakteristisch ist, und welches die von 
Herrn F. Kotier für sein System gegehenen partiellen Differentialgleichungen 
als Specialfall umfasst*). 

I. 

Die Composition eines Neunersystems aus einem Sechzebnersystem, dessen beiden zugehörigen 

Neunersystemen und einem beliebigen Neunersystem. 

Die neun Coefficienten o„,„ (w, n = 1, 2, 3) eines Orthogonalsystems 

'und die sechs Differentialgrössen pf,j Vj, (h = 1, 2, 3) lassen sich, wie Herr 

Cagpary nachgewiesen hat, identisch mit Hülfe von vier beliebigen Para- 



i,J,r,«= 1,2,3,4; 1, 4. 2, 3 I 
2,3,1,4,. 2,4,3,1 I 
3,1,2,4; 3,4,1,2/ 



•) Vor kurzem (vgl. C. R. CXXVI, 1013—1016, 1898) ist es mir, unter Anwendung 
derselben Methode, gelungen, das Problem der Rotation zweier mit einander verbundener 
IKörper in dem von den Herren Wangerin (Ueber die Rotation mit einander verbundener 
jLÖrper. Univers.-Schr. Halle 1889) und Volterra (vgl. u. a. Ann. di Mat. XXIV, 29 — 58) 
behandelten Fall zum Abschluss zu bringen. 
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metern Oi, 02, 03, a^ ausdrücken, wie folgt: 



A(j)3+ Ü3) 



(Ji.) 



(j;o 



^(ai2+ta22) 

, ^(Ol3+«a23) 
^(t?l +tl?2) 



oJ+a2, ^(0,1- 
-2Jaia2, Aö,3— 



Ö1Ö4"- 

«O2O = 
»«22) = 
1023) = 



«203? 

.2 



03+04, ^«31 
-i(03-öJ), ^«32 

—2 10304, -4a33 



— »(01O3+O2Ö4), 
- (aia4+a2fls)i 



2 (a,rfa3— öarfai), 
2 (aida2— 02^01)? 

2 « (Oi rffls — 03 rföa), 



A(p,-ip2) = 

^(f?i-it?2)== 

^(P3~ O = 



2 (azda^—a^dai)^ 
2 (ajcfa«— ^41/03), 
2i(airfö4— 04^01). 



Wird hier 



(3.) ai = eia2-^2ai, «2 = eia4-e2a3, «3 = e^ß^-e^ß^, a^ = e^ß^—e^ßz 

gesetzt und bezeichnen e^, a^, ß^ (,a=l, 2, 3, 4) beliebige Parameter, so 
nimmt das System (Ji.) die Form an: 

A = e^ez(jt2ß^-a^ß2)-e2ei{a,ß^-azß.,)-e^e^{a^ßz-a^ß,)-^e2e^^^^ 

^(aii+«fl2i) = ßi(«2+«ö+^2(«?+«3)-2eie2(«i«2+a3Cf4), 

^(ai2+ta22) = — t[ej(a^— aj)+e2(aj-a3)-2e,e2(aia2— «3«4)], 
^(0,3+1023) = — 2t[eja2a4 +e2«i«3 — ßiß2(«2«3+Oi«4)]; 

^(aa-iö2i) = el{ßi+ß^^-^e\(ß\+ß';)^2e,e,(ß,ß2'\'ßzß,\ 

A(a,2-ia22) = - «K(/^-/3J)+6j(/?J-/?^)--2e3e4(7:f,/?2--ÄA)], 
^(fli3-«Ö23) = -2i[^^/?2Ä +e^/5i/33 - e,e,{ß2ß,+ ß,ß,)]\ 

Aa^,-=-i[e,e^(a2ß2^-(^^ß^-e2ez(a,ß2-]r(^ißA)-e,e^{^^ 

Aa^2 = - [eie3(a2/?2-«4/?4)-e263(«lÄ~«3/?4)-ßie4(«2/?i--«4Ä)+ß2^4(«lÄ— «3^^^ 
^«33 = — [eie3(a2/34+«4Ä)-^^3(«lÄ+«3/?2)-eie4(c^A+«4/5i)4-e2«4(«l/?3+ 

und das System (JJ.) die Form: 



2 [e^ez(a2ß^'-e2ez(a^ß^' 
2 [e,e,(a^ß^)''e2ei{azß,y 
-2i[eie3(a4/?2)-e263(«3/52)' 
•2i[eie3(«2/?4)-^2^3(«i Ä)- 

-2[ eXa2«4)+ ^2(«l«3> 

-2 [ e^(/32/?4)+ eJ(/i,/93)- 



•eie4(a2/3i)+ß2<«iÄ)+«2/?2(CiC3)-ai/?2(e2e3)- 
■e,e^(a,ßz)+e2e^{azß3)+a^ß^(e,ei)-azß^(e2ezy 

■e,e^(a^ßi)+e2e^((^ß^)+a^ß2(eiez)-ct3ß2(€2e3} 
•ßiC4(«2/33)+e2e4(ai/?3)+«2/?4(ßiO-«i/'^4(e2e3)- 

■ßie2((ai«4)+(«203))+(«l04-«2«3)(ßlO], 

■eM(ß^ß.)+(ß2ß^))+(ßA''ß2ß,Xe.e,)l 



■<hßi(eie^)+a,ßi(e2e 

•«4A(cie4)+a3Ä(^«- 
■«4/?i(cie»)+a3/3,(w 

•«2/?3(eiC4)+ölÄ(W 
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wenn der Kürze halber 

(;, i = 1, 2, 3, 4) 

gesetzt ist. 

Ich fasse jetzt die Grössen 6i, 629 ^31 ^4 als die Parameter eines 
Orthogonalsystems mit den Coefficienten e^^ (m, rt = 1, 2, 3) und den Diffe- 
rentialgrössen Ph(e)^ v,Xe) (A=l, 2, 3), und die Grössen «i, «2, «3, «4; ßiy 
A, /?3, Ä als die Parameter eines Orthogonalsystems mit den Coefficienten 
Cij (iyj = 1, 2, 3, 4) und den Diflferentialgrössen /?„, «„ (r, « = 1, 2, 3, 4) (deren 
Definition aus (2.) zu entnehmen ist) auf. Die Darstellung der Elemente 
des ersteren Systems aus seinen Parametern geht aus (Jj.) und (J|.) hervor, 
wenn A^ a^^, p,,, v,,] a^ bezw. durch £, e^», Ph{j^\ ^a(^); ^h ersetzt werden. 
Die Coefficienten des zweiten Systems lassen sich, nach den Untersuchungen 
von Herrn Caapary, identisch durch die acht Parameter a^, ß^^ wie folgt, 
ausdrücken : 

2Ch = «l/^l+a2/?2+«3/?3+«4Ä? 2C2i = -«(«l/?i+a2/?2-«3/^3-«4Ä), 

2ci2 = -i(«i/^i-«2A+a3/?3-a4/?4), 2c22 = - (ai/?i-«2/?2-a3/^3+«4/?4), 

2Ci3 = -«(«l/^2+«2/?l+03/?4+«4/53), 2C23 = " («l/?2+a2/?i~«3Ä~«4/?3), 

2C,4 = «l/?2-a2/?i+«3/?4-«4/53, 2C24 = -i(SX,^ß2-(^2ßl-Oiiß^+(X,^ß^^ 

2C3i = -«(«l/^3+«2/?4+«3/?i+a4/32), 2C4i = Ci^ß^+^ß^-^zßl-f^^ß2^ 

2C32 = - («lÄ-OjÄ+as/Ji-a^/^i), 2C42 = -t(ai/?3-«2/?4-«3A+a4/52), 
2c33 = - (ai/?4+a2/53+a3/32+a4/?i), 2C43 = ~»(«iÄ+«2/?3-«3A-a4/?i), 
2C34 = - i(aiÄ-«2/?3+a3/?2~a4/?i), 2C44 = «i/?4-«2/33-a3/52+a4Ä . 

Aus diesem Sechzehnersystem fliessen für /? = a bezw. a = /3 zwei ortho- 
gonale Neuner Systeme^ welche ich als zu jenem zugehörig bezeichnet habe*). 
Die Elemente derselben mögen a,«»^ />*(«)» <^a(«) bezw. 6^., Ph{ß)^ ^h(ß) 
(m^ n = 1, 2, 3; A = 1, 2, 3) heissen. Ihre Ausdrücke in den Parametern 
«1, «2? «3» «4 bezw. ßij /?2, Ä, /?4 ergeben sich übrigens auch aus (Ji.) und 
(JI.), wenn daselbst A, a„^, p^, e,,; a^ durch 31, a„«, p^C«), r^C«); «^ bezw. 
35, B«n, Pä(/?), «?a(/5); /3^ ersetzt werden. 



(J2.) 



*) Vgl. die Arbeit des Verfassers: üeber einen Zosammenhang zwischen den Ele- 
menten von Orthogonalsystemen. Dieses Journal Bd. 118, S. 225. 
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Was die Darstellung der Differentialgrössen p,,, v„ jenes orthogonalen 
SeehiehnersyHetnt yermittelst der a und ß anbetrifft, so besteht, wie ich vor 
Kurzem an dieser Stelle gezeigt habe*), folgender einfache Zusammenhang: 

f2pi4= i»i(«)+/>.(/5), 2e„= ©,(«)+«i(/3), 



(j;.) 



2f>j4= i9s(«)+/»2(/^, 
2/»34= P3(«) + P3(/?), 

2jB» = -j9,(e)+p,(/3), 

2pji = -Pi(ti)+pM, 
. 2pi2 = -p3(a)-\-pj(lJ), 



29m = •2(«)+©a(/3), 
2e,4 = »sW+eaC/?), 

2©„ = -o,(a)+«i(/?), 
2©3, = — •2(o)+o,(/9), 

2«12 = -»»(«) + «2 (/3). 



Die Einführung der soeben definirten vier Orthogonalsysteme der 
c«» Pr., «r.; 0«., /»*(«), e»(a); B,„ />*(/?), »»(/?); c„„ j»»(e), e»(c) giebt dem 
obigen Orthogonalsystem der a^, p^, v,, folgende definitive Form**): 



(J.) 



^(«u+»«bi) = ÄjE;[(e„+»C2,)a„+(en+ 
^(»12+»«») = 5tjE[(c„+»C2,)a2i+(e,2+ 
^(öu+tOM) = 8t£[(cn+ie2,)a3i+(ci2+ 

^(aii-««2i) = 33£:[(e„-ie2i)bn+(ci2- 
^(a,2— io2») = S3£[(e„-ie2i)b2i+(e,2- 
y4(a,3-«a23) = S3jE;[(en-ie2,)63i+(Ci2- 

^Oji = ß(c3iCn+ej2C,2+e3jC,3— 

■Aihi = *''(ß3lC21"l"*32t22"l"C33C23 — 
■"Ö33 = ''Cß3lC3J"l"ß32C32~r^C33 — 



»e22)a,2+(e,3+ie2,)0ij], 

C22) 022 + (Cl3 + « ^23) 023]» 
» «22) 032 + («13 + ««23) 03s]. 

^)vi2t(C|3 — »*23)''l3jl 
«22) 622 + («13 — • «23) '623]» 
«22) ^32 + («13 — »* «23) ^^33]. 

Cl4), 
^24)» 
C3«), 



»C44); 



(J'.) 



Api 
Api 
Api 

AVy 



A — *-C'(ß3lC41"l"«32C«2~l"«33C43 — '• 

£[»'(^1^11+ 632/12+ 633/13- «>i4) + Pi (c) c„ +/>2(c) C12 -\-Pi(e) c,j 

■B [» (C31 y2l+ 632/22+ 633/23— »>24) + Pl (e) C21 +)»2 (C) C22 +P3 (e) Ci3 
^[»■(^1/31+632/32+633/33— «>34)+ />l(6)C31+)»2(6)Cj,+)»j(e)C,j 

^[-(^1/41+632/42+633/43— »/44)+«(f»i(6)c„+;)2(6)c«2+p3(e)e43 



ii>,(e)ci«], 
•»i>,(e)c,4], 

■»«3(6) Cm], 

»>3(e)c44)]; 



^(«,+i«2) = Slß[— (6ii+t62i)pj(«)— (e,2+»622)i92(«)-(6i,+iC2j)j93(o)+«>i(6)+»t>2(6)]» 
. -(4(e,-i«2) = S3£[-(6n-»62i)jBi(/9)-(6,2-t622)/>2(/?)-(6,3-»^)/>3(/?)+Oi(6)-W2(e)]- 

Hierbei bedeuten die /,^ (i, j = 1, 2, 3, 4) die Coefficienten eines Systems, 



•) a. a. 0. S. 228. 



«« 



) Vgl. C. R. CXXVI, 1014; 1898. 
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fti-l, i, J, *) 



das ans (J>) hervorgeht, wenn die Prodncte Oiß^ dorch 

(«ißt) = ttidßt-ßida, 
ersetzt werden. 

Das in (J.) und (J'.) aufgestellte Orthogonalsystem zeigt die Eigen- 
schaft einer vollständigen Reciprocität zwischen den Elementen <!„„ p^, e« 
einerseits und den Elementen e„, Pk(fi)t *>k(.e) andererseits. In der That 
erhält man aus (J.) und (J'.) das folgende System: 

2tjE;(e,i+ie„) = -4[(a„+»aii)an+(«w+»«b2)02i+(au+«a2j)a,i], 
StE(e,j+««») = ^[(o„+»02i)a,j+(a,2+«<»2j)aa+(oi3+»aM)aM], 



(J«0 



(j;o 



25ß(e,i-iejO = A[(au-i(hi)Ki+(.ai2-i(h2)K+(,aa~iaa)h3i], 
S3ß(e,a-ieM) = -4[(ai,-iaiM)Bu+(a,2— »o„)bM+(aij-»flb3)Bj2], 
S3£(e,3-ic2j) = -4[(aii-ia„)b,j+(a„-«a,2)Ba+(a,j-«aM)M> 






-^ (<»J1 C j J + «32 C23 + «33 C33 - » C4s)» 



6ß = »-4(a3iC,4-f-032CM+Oj,CM-tc«); 

(5Ep,(c) = -4(/»iCu+;>2C2,+/>3C3i-»>3C4i) 

— i(5E (e^idlgC—eytpu +e33f>3i 

Q,Epi(e) = ^0»iCu+P2C22+)»3C32 — »•3C4J) 

-i6E (e3,f>,2 +632^^0— ej,p2j 
©Ep,(c) = -<4(j9iC,3+/»2C23+/»3C33— «esO 

— i6E(- 631^31 +C3JP2S +C33rf^C+i/»34), 
— i(§,Etj(e) = ^(j9iC,4+P2C24+P3C«-»«'sC44) 

— »(5E (C3i|>,4 -|-e32f>24 +«J3/»34 +«rf^C), 



+ »/'l4), 



+ «>»). 



^E{v,(e)+iv,(e)) = ^(».+te2)+2lE[(Cn+»e2,)f>,(«) 

+ (e,2 + »■ e„)p2 («) + (cis + « ^)/>3 («)] . 

SE(e,(e)-i«,(c)) = ^(«,-i«,) + S3E[(e„-i«2,)P»(/?) 

+(ei2-««22)/>2(/?)+(e,j-«^)f>3(/?)], 
wobei ausser den Beziehungen (J,.) noch die folgenden benutzt worden sind: 

6 = 3195, 

32* 
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(4.) 





(SrftyC, 




6Pl2, 


A=l 


Ä=l 


4 




4 




4 


4 




-6Pl2, 


-SyA2CA2 = 
Ä=l 


ed/i/c. 


-^^2^*3 = 
A=l 


6j»237 2;'yA?CA4 


4 




4 




4 


4 




6/?31, 




-6P23, 


^^30*3 = 

Ä=l 


föd^C, ^-2yA3C24 


4 




4 




4 


4 


£rhACM = • 

A=l 


-6pi4, 


-^^4^*2 = 
A=l 


— 6^24» 


A=l 


-6p34, -2:yA4C24 

A=l 



= 6pl«, 



6p 



Mj 



= ®Pm, 
= ddigC, 



Zur Abkttrzang ist noch 



gesetzt. 






= c 



IL 



Das F. ÜTöWcrsche Orthogonalsystem. 

Bezeichnen Xy, t/y (v=l, 2) beliebige Argumente und ^i, ^2 be- 
liebige Functionen derselben, so wähle ich für die zwei Quadrupel von 
Parametern a^, ß^ {fi = 1, 2, 3, 4) je dasselbe Göjoe/sche System von Theta- 
functionen mit verschiedenen Argumenten*): 

«i = äA (p^i+Vu ^2+^2), ßi = ^2^5 (iPi-yi, 0:2-^2), 
«3 = ^1^4 (iTi + y,, ir2+y2), ßz = ^2^4 (x^-Vu ^2—^2), 

«4=^lÖ23(^l + yn ^2 + ^2), /?4 = ^2Ö23(iPl-yi, 0:2 — ^2), 

wobei die Thetafunctionen in der H^eter«/rflw«schen Bezeichnung geschrieben 
sind und die Functionen von den Moduln 2tii, 2ti2, 2r22 abhängen. Dann 
geht das System (J2.)? unter Benutzung der Formeln für die quadratische 
Transformation der Thetafunctionen von zwei Argumenten, über in*): 

2cii = A^Ä2&^ (a?i, 0:2)^5 (yi, »2), 2c2i = -«^i^2'9"34(a?i, ir2)^34(yi, !f2), 
2ci2 = — Mi^2'*i2(a?i, x^O-uiVii ^2), 
2c,3 = —i^i ^2^*01 (^11 ^2)^*01 (jfl, ^2)7 
2ci4 = ^i^2^(ß(iPn 3^2)^02(^1, ^2), 



(5.) 



^€22 ~~ ■"* •^1-^2'^Ü \p^\ 
"C23 ^^ """ ■^1^/12^2 \*'^1 

2c24 = —iA^AiS-i (xi 



2c3i = -i^ii42i9^4 (a?i, 0:2)^4 (yi, »2), 
2c32 = — AiAi&ißixi^ 3:2)^03(^1, ^2), 
2c33 = — ^i^2'*23(3:i, ir2)t9-23(yi, ^2), 
2c34 = -t^i^2'*i3(3?i, X2)9'ii(yi^ ya)» 



2c4i = -4,^2^3(3:1 

2C42 = —t^l^2 «^04(3:1 
2C43 = — t^i^2'9-24(3?i 
2C44 = ^1^2^14(3?! 



3?2)*«(jfl,!f2), 

3?2)'^2(yi,y2), 

3?2)*1 (Sl, »2), 



3^2) «^3 (yi, »2), 

3?2) ^04(^1, »2), 
3?2) ^24(^1, ^2), 

3?2)*i4(yi,y2). 



*) Vgl. l?l Caspary, dieses Journal Bd. 94, S. 76. 
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Durch Specialisiren fliessen hieraos die Ausdrücke fUr die a„„, {i„. in den 
Thetafunctionen. Bezeichnet man die NuUwerthe von &a und &a$ loit c« 
und c^ß und beachtet, dass die Constanten c^, Cj, c^, c^, c«, c^ verschwinden, 
so erhält man: 



, «2+^2) 
, «2+1^2) 

, 11:2+ y 2) 

, «2+^2) 
, «2+^2) 

, «2+^2) 
, «2+^2) 



233 Bu = Alcs &, (x 
2S3b„ = -iAlcu&A<^ 
2mn=-iAlc„Anix 

235b„ = - Alc^ &„ {x 
293bjj = - Al(h »2 {x 

23363. = -iAlc, &, (x 

2^632 = — Al(\a^ia{x 

2Sb33 = - Al<h3&^(x 
2S = Alc^^&^^ix 



-y 
-y 
-y 

-y 
-y 
-y 

-y 
-y 
-y 

-y 



j ^2 1(2) 

, iC2~"Sf2) 

, X2 1/2) 

, a?2-y2) 

, X2—y2J 

? ^2 1^2) 

, a?2 ^2) 

, ^2-^2) 



= F 



22lan = A\c, &, {x,+y 
22lai2 = -t^?c,26^i2(a?i+y 
29la,3 = -t^Jccn5-ü,(a:i+y 

22ta2i = -iAlcy^&^^x^-^-y 
22ta22 = - A\c,y &,, {x^+y 
23ta23 = - A\c2 &, {x,^y 

2'ä(x,,=^-iA\c,a,{xAy 
22la32 = - A\c,^&^{x^+y 

22la33 = - ^?C23t?23(iPl+y 

22t = A\c,,&,,{x,+y 
Wird jetzt noch 

und der Kürze halber 

gesetzt, 80 liefert das System (J.) folgende Verknüpfung der Thetafunctionen 
von zwei Argumenten mit den neun Coefficienten eines Orthogonalsystems: 

^(öii±«Ö2i) = P-\ {en±ie-n)Cs &s (a?±y)-«(ßi2±««22)Ci2'*i2(aJ±y) 

-»X^i3±«e23)C(,i^üi(a:±y)], 

■ 

A{ai2±i<h2) = —F^^[i(eti±ie2i)cM&uix±y)+ (c,2±«Cj2)ci, 9^,, {x±y) 

+ (Ci3±»C23)c2 ^2 (x±y)l 

A{at3±i(h3) = -F±*[»(cii ±«621)04 "9-4 {x±y)+ (ßi2±««22)AB"*us(«±y) 

+ {eii±iea)c23^23{x±y)], 

Joji = Cj, *s (x) &i (y)-ien&i2ix)d-it{y)—ie33&M{!B) &oi(.y)—*^iui.!is) &miy), 
AOii = -ien^»{x)S-»{y)- ^2^0 (a?)^o (y)- «33^2 C«)'^-« (y)- ^, (a;)^-» (y), 
^«53 = -»C3,6l-4 (x)Ö-4 {y)- es2&m{x)9ia{y)- e33*23(«)^23(y)- -^»C«) -*»(»), 

^ = ic3i^3 (a;)^j (y)+ 632^01(0;) J?o,(y)+ C33^24(a')^24(jf)+ ^w(«)*i4(y). 
Die hierzu gehörigen sechs Differentialgrössen des Orthogonalsystems 
ergeben sich aus (J'.). Um ihre explicite Darstellung in den Thetafunctionen 



(I.) 
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ZU gewinnen, sind zunächst die y^ (i, j => 1, 2, 3, 4) durch die Thetafunctionen 
auszudrucken. 

Ich führe die Rechnung ftir yn durch. Nach einer Bemerkung auf 
S. 240 gehen die Coefficienten y^ aus den t(j hervor, wenn die Producte 
aißj, durch otidßjt-- ß^dat ersetzt werden. Demnach ist 

2/11 = aidßi+a2dß2+a^dßi+a^dß^—ßidai-ß2da2—ßidai—ß^da^. 
Jetzt werde 

also (»^ = 1, 2) 

^y — 2 ' ^*' — 2 ' 

und zur Abkürzung 

gesetzt, dann giebt die erste Gleichung des Systems (ö.) 

Durch Differentiation nach ^ und 17 erhält man die beiden Formeln: 

deren Subtraction zu 

-2rn = A.AM<^)a,(y)[^^^dy+^^dx+d\eF] 

führt 

In ähnlicher Weise lassen sich die übrigen Coefficienten berechnen. 
Wird noch 

(6.) m«, = &,,(x)&„M ^^"'t^'^ '^y+ ^^^"^'^ dx+d\gF] («./»=o,..,M, 
gesetzt und m^ (A = 0, 1, 2, 3, 4, 5) für die entsprechenden Ausdrucke ein- 
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(7.) 



geführt, 80 erhtflt man: 

2y,2= iAiAitUn, 2^«= A-^jUio, 2^31«= ^i-^jHIib, 2^«= »^i^jiMo,, 
2y„= i^i^jOTui, 2^23= AiAttUi, 2^»= -4,^2OT2j, 2y«= Mi^mM, 

Durch Specialisiren fliessen hieraas die Ausdrucke für die /»«(a), Pk(ß) 
(h = 1, 2, 3) in den Thetafnnctionen: 

wenn man 



_ r d»afi('^l, g») 



(IL) 



(8.) cl, = (^— ^J--X_^,,rf(a..±y.)+(^f'-^"^X„„rf(x,±y,) 

' «,=U ' »,=0 

(a, J9 = U J. », », 4) 

nnd c'i {l = 1, 3) für die entsprechenden Ansdrttcke setzt 

Hiemach findet man aas (J'.) für die zam System (I.) gehörigen 
Differentialgrössen die folgende Darstellang: 

Api — — «cms — ejj»ii2— esafliui— «i,B+^),(e), 

Api = — e3,fnM+<^2«nu +«e»«»2 +i«ii +<)2(c), 

Apz = — 631014 +»«J2«»OS+»e3J«»23 + »'ni3 + 1>j(c), 

Avi = enttti — »e32*'>o«~*^''»24~*«'j4+Os(e), 

^(ei±»»2) = ^**[(eii±»C2,)c3d3(a:+y)-»(Cu + ie22)Cü«d,»(a;±y) 

— i(c,s±ie2j)c2«*i«(aj±y)4-(«i(e)±i«2(e))ci4^i4(a;±y)], 
wo 
<)i(e) = pM&, {x)9s (y)-«>2(«)^«(a!)^»(y)-«p,(c)*ü,(x)^.„(y) 

-i03(e)dtB(a:)da8(y), 

p2ie) = -ipi{e)&3t{,x)&M(y)- P2{e)»o (af)^o (y)- PaC«)-»» (a;)-^2 (y) 

- «3(6)*. (a^)*, (y), 
1)3 (e) = -iPi{e)^* {x)&4 (tf)- P2{e)&a{x)»üi(jy)- Pi{e)S^„(x)&a(y) 

- V3{e)d-a{x)&a(y), 

»3(6) = »/>i(c)^3 ix)&3 (y)+ P2(e)*,H(aj)Ö'„4(y)+ p3ie)&„(x)&„{y) 

+ 9zi.e)&»ix)&,,{9) 

*) Dieses System ist inzwischen der Ausgangspunkt für meine Untersuchungen über 
die fiten Ableitungen der Thetafnnctionen von zwei Argumenten geworden. Vgl. Systemes 
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gesetzt ist. In den Aasdrtlcken für 9i±t>2) c'^ß ist gleichzeitig das obere 
oder das untere Zeichen zu nehmen. 

Das in (I.) und (11.) aufgestellte Orthogonalsystem ist, abgesehen 
von der Bezeichnung, dasjenige, welches Herr F. Kotier als Lösung für 
mehrere Probleme der Mechanik entdeckt hat. In dem Kötter^ohen System 
tragen zwar die Thetafunctionen allgemeine, in dem hier gegebenen specielle 
Indices. Dadurch wird aber die Allgemeinheit des letzteren in keiner 
Weise gemindert. Man überzeugt sich sofort, dass sämmttiche sechzehn 
Thetafunctionen in dasselbe eingehen, das System (I.), (U.) ist daher schon 
das allgemeine. 

Die bereits von Herrn F. Kolter hervorgehobene Eigenschaft seines 
Systems, dass zwischen den Coefficienten a^^ einerseits und den Coefficienten 
e^^ andererseits vollständige Reciprocität besteht, ist keine charakteristische. 
Sie kommt, wie ich im ersten Abschnitt nachgewiesen habe, einem viel 
allgemeineren System, dem System (J.) zu. Daselbst ist auch gezeigt, 
dass sich die Reciprocität noch weiter erstreckt, nämlich auf die DifFerential- 
grössen p,,, t?^ einerseits und /?A(e), r^{e) {h = 1, 2, 3) andererseits. 



HL 

Die Composition eines Sechzehnersystems aus fünf Sechzehnersystemen. 

Versteht man unter einem componirten System ein solches, dessen 
Elemente ^^ aus den Elementen a^j, bij so zusammengesetzt sind, dass 

9,j = aubij+a2ib2j+a^ibij+a^ib^j, o, > = i, 2, 3, 4) 

und bezeichnen Ci, C2, C3, C« beliebige Parameter, so habe ich gefunden, 
dass sich aus den beiden identischen Orthogonal Systemen 





Ci 


- C2 C3 C4 




Ci C2 


-C3 


C4 


(C.) 


C2 
-C3 


Ci - C4 C3 
C4 Ci C2 


(C.) ■ 


C2 c, 

C3 -C4 


C« 

Ci 


c, 

C2 




C4 


C3 C2 "" Ci 




C4 Cj 


Ca 


-Ci 


ein allgemeines 


orthogonales Neunersystem c 


iomponiren lässt. 





orthogonaux pour les derivees etc. C. R. CXXV, 486 — 489; 1897, und Expressions 
des derivees des fonctions theta etc. G. R. CXXVI 1083—1085; 1898. 
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Im Besonderen ergiebt sich das System (I.) und demnach auch das 
ATöWersche System durch Composition jener beiden identischen Orthogonal- 
systeme, wenn, in Rücksicht auf (3.), 



(9.) 



C, = — iXei«*— ß2«3 + e3/?2~e4/?i), 
C* = e^a-^-e^a^+e^ß^-e^ß^ 



i = 1^-1 



gesetzt wird. 

Ich ersetze jetzt das System (C.) durch das folgende 



(C.) 



c. 


C2 


-ti 


c. 


Ci 


c, 


u 


Cj 


Ci 


-c. 


Ci 


Cj 


Ci 


Ci 


Ci 


-Ci, 



wo auch die d, C2, JC3, U beliebige Parameter bedeuten* Dann liefert die 
Composition der Systeme (C.) und (C), wie Herr Caspary*) gefunden 
hat, ein allgemeines orthogonales Sechzehnersystem mit den Coefficienten 
g,, (f,J=l,2,3,4). 

Werden hier den c^, (/i = 1, 2, 3, 4) die in (9.) angegebenen Werthe 
und den t^ die entsprechenden Werthe 



(9*0 



y u = fiY2-'f2yi'\-M^-Mz 



beigelegt, wo die Z"^, y^, d^ wieder beliebige Parameter bezeichnen, so er- 
hält man die Coefficienten g^ ausgedrückt durch die Parameter ct/i, ß^y Y^, ^^; 
6^^ f^. Entsprechend dem im ersten Abschnitt ausgeführten Gedankengange 
fasse ich hier, unter Benutzung der in (J2.) und (J2.) gegebenen Darstellung, 
die Grössen e^, f^ als die Parameter eines Orthogonalsystems mit den Coef- 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 94, S. 75 und System (J,.) dieser Arbeit. 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 3. 33 
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ficienten h,j (i,J= 1,2,3,4) und den Differential grossen pH(e\ t>A(e); Pkif)^ ^hif) 
(A= 1, 2, 3) und die Grössen a^, y^; ß^, d^; ß^^ y^; a^, d^ als die Para- 
meter von vier Orthogonalsystemen mit den Coefficienten bezw. a,y, %^ 
Cy, by und den Differentialgrössen p^C«), «,(«); /?*(/?), «*(/?); /?*(/), ü*(y); 
Phi^)^ ^hiß) a^f- Alsdann ergeben sich die Elemente des componirten Ortho- 
gonalsystems in folgender Form: 



m 



gu-^ign 
gii+ig23 
gi*+ig2* 

gwig2i 
g\2^igi2 
giz—igzz 

g 14—^24 

gzi+ig*i 

0^32 +»^42 
5^33 + »^43 
S'34+«fl'44 

5^31 — »V« 

0^32 •fl'42 
0^33 — »^43 

i gwigu 



(All + «Ä2i)Clll + (Ä,2 + t7*22)ai2+(Al3 + «A23)ai3 + (Al4 + tÄ24)ai4 
(Au+«A2l)a2i + (Ai2 + «A22)a22 + (Ai3 + »A23)Cl23+(Al4+»A24)Cl24 
(A„+«A2i)a3i + (Ai2 + fA22)a32+(A,3 + tA23)a33 + (Ai4 + tA24)a34 
(Aii+fA2i)a4l+(Ai2 + fA22)a42+(A,3 + fA23)a43+(Ai4 + «A24)Cl44 

(An — tA2i)b,i + (A,2 — iA22)bi2+(A,3 — fA23)bl3 + (Al4 — »A24)bl4 
(An-»A2i)b2i+(Ai2-»A22)b22+(Ai3 — iA23)b23 + (*i4 — »Ä24)b24 

(Au - f A21) b3, + (A12 — « A22) b32 + (A,3 — i A23) b33 + (Ai4 — » A24) b34 

(An — «A2i)b4i + (Ai2 — «A22)b42 + (A,3 — «A23)b43+(Ai4-iA24)b44 
(A3i + «A4i)Cn+(*32 + »A42)C,2+(A33 + «A43)Ci3+(A34+»A44)Ci4 
(A3i4-«A4,)C2i+(A32 + tA42)C22+(A33+»A43)C23+(A34 + «A44)C24 
(Ä3l + tA4i)C3i+(A32 + tA42)C32+(Ä33 + «A43)C33 + (A34 + tA44)C34 
(A31 + «A4,) C41 + (A32 + « A42) C42 + (A33 + « A43) C43 + (A34 + » A44) C44 

(A3l-iA4,)bn+(A32-»A42)bi2+(A33-»A43)bn+(A34-«A44)bi4 
(A31 — tA4i)b2l+(A32 — «A42)b22+(A33— »A43)b23 + (A34— «A44)b24 
(A31 — « A41) b3i + (A32 — « A42) b32 + (Ä33 — i *43) b33 + (A34 — « A44) b34 
(A31 — f A4,) b4i + (A32 — « A42) b42 + (A33 - « A43) b43 + (A34 — i *44) b44 



(»'.) 



2pi4 = 

2/?24 = 
2/?34 = 

2/?23 = 

2pii = - 
2pi2 = - 



Pi{0)+Pt{C), 2e,4 

P2{C)+P2{C)j 2t?24 

Pi{0)+p3{C), 2r34 

Pl{C)+Pl{C\ 2t?23 

P2{C)+p2{C\ 2r3i 

PiiO)+P3{t), 2t?i2 



<?i(C) + Ci(C), 

t?2(C) + t?2(0, 
<?3(C) + t?3(C), 

t?i(C) + f?,(C), 

•«?2(C) + t?2(C), 
t'3(C) + t?3(C). 



Die Darstellung der Elemente j5a(c), ©^(C) ist in (J'.) gegeben; die der 
Ph(,C)\ v^{c) fliesst aus (J'.), wenn daselbst die e durch die f und die a, ß 
durch die y^ d ersetzt werden. 
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Auch das in (S.) und (3'.) aufgestellte System besitzt die schon an 
(J.) und (J'.) hervorgehobene Eigenschaft einer vollständigen Reciprocität 
erstens zwischen den Coefficienten gfj einerseits und den Coefficienten hij 

andererseits; zweitens, wie aus (J!^.) zu ersehen ist, zwischen den Differen- 
tialgrössen /?a(c), v„(c) bezw. p^Cr), v,,(c) einerseits und den Differential- 
grössen pnCe)^ f)t,(e) bezw. Pk{f)^ vj,{f) andererseits. 



IV. 

Das neue orthogonale Secbzehnersystem für die Thetafunctionen von zwei Argumenten. 

Um aus den Systemen (3.) und (3'.) Verknüpfungen der Theta- 
functionen von zwei Argumenten mit den 28 Elementen eines Orthogonal- 
systems zu erlangen*), wähle ich für die vier Quadrupel von Parametern 
O/i^ ß,49 Yt^y ^f4 C^ = 1^2, 3, 4) je dasselbe Göpekche System von Theta- 
functionen mit verschiedenen Argumenten: 



Cf, = 



«o = 



«3 



Ayd^ (tCi + X 
^3Ö23(!fl +« 



, fC2 + X2), ßi = AjO^ 

, W2+X2), /?2 = ^2^ül 

, f02 + X2), /33 = ^2Ö4 

, fTa + iTz), /?4 = -^2^23 

, »2 +«2), cJ, = A^0s 

, !(2 +«2)7 ^^2 = ^4^01 

, »2 +«2), ^j = A^0, 

, !f2+«2), ^4=^^23 



Vi 
Vi 

Vi 



— a?i , Wo — 



a?i, W2 

Xx^ W2 

«1, »2 
«n ^2 



aJa), 
— 0:2), 

-«2), 
-«2), 
-«2), 



wo IT,., ojy, y^, z^ (v= 1,2) beliebige Argumente, Ai^ Ai^ ^3, ^4 beliebige 
Functionen derselben bezeichnen. Alsdann liefert das System (3.), unter 
Anwendung der Formeln (5.), die sechzehn Coefficienten eines Orthogonal- 
systems in folgender Form**): 



'*') Vgl. des Verfassers Arbeit: „lieber ein allgemeines aus Thetafunctionen von 
zwei Argumenten gebildetes Orthogonalsystem und seine Verwendung in der Mechanik^. 
Sitzungsber. der Berl. Akad. 1896, S. 1023—1030. 

**) Das in den Berl. Ber. S. 1026 mitgetheilte System geht aus dem hier gegebenen 
hervor, wenn man auf die Thetafunctionen eine JJenocAsche Substitution anwendet. . 

33* 
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ficienten hfj (i,J= 1,2, 3,4) und den DiflFerential grossen pH(e\ f?;i(e); pH{f\ ekiD 
(A= 1,2,3) und die Grössen a^, y^; ß^, d^; ß^, y^; a^, J^ als die Para- 
meter von vier Orthogonalsystemen mit den Coefficienten bezw. a,^, hij, 
Cy, hfj und den DiflFerentialgrössen /?,(«), ©,(«); p,{ß), f),(/3); p,(y), t>,(y); 
Ph(ß\ ^hi'^) a^f- Alsdann ergeben sich die Elemente des componirten Ortho- 
gonalsystems in folgender Form: 



(3.) 



9n + i92i 

9i2+i9i2 

9 13+^923 

9 1^+^92* 

911-^^921 

» 

9\2 — ^922 

fl'n — »5^23 

9ii+i9*i 
9n'\-i9i2 

3^33 + «^43 
5^34 + «^44 

5^31 — «^41 

« 

5^32 •fl'42 
0^33 — «V43 
fl'34 — «fl'44 



(Aii+«A2i)a„ + (Ai2+f'Ä22)ai2+(Ai34-»A23)ai3+(Ai4+ 

(*ll+«A2l)a2i + (Al2 + tA22)a22+(Ai3 + tA23)a23+(Ai4 + 
(An+«A2i)a3l + (Ai2 + tA22)a32+(Ai3 + iA23)a33 + (Ai4 + 
(A,i + fA2i)a4i+(Ai2 + «A22)a42+(A,3 + »A23)a43+(Ai4 + 

(Aii — tA2i)bii + (A,2 — tA22)b,2+(Ai3 — »A23)Bl3+(Al4"- 
(A^-fA2l)b2l+(A,2-tÄ22)b22^-(Al3— »A23)b23+(*14— 

(Au - f A21) b3, + (A12 — t A22) b32 + (Ai3 — i A23) b33 + (A,4 - 
(All — « A21) b^i + (A12 — t A22) b42 + (A,3 — « A23) b43 + (Ai4 — 

(A3i+«A4i)Cn+(A32 + tA42)C,2+(A33 + »A43)C,3+(A34 + 

(A31 4- »A4, ) C21 + (A32 + « A42) C22 + (A33 + « A43) C23 + (A34 + 

(A31 +« A41) C3, + (A32 +» A42) C32 + (A33 + « A43) C33 + (A34+ 

(A3l + «A4i)C4i +(A32 + «A42)C42 +(A33 + « A43) C43 + (A34 + 
(A3l ~ »A4,)b,i + (Ajj- » A42) b,2+ (A33 -iA43) b,3 + (A34- 
(A31 — »A4i)b2l+(A32 — »A42)b22+(A33 — »A43)b23+(A34 — 
(A31 — «A4,) bsi + (A32 — « A42) b32 + (A33 — « A43) b33 + (A34 — 
(A31 — « A41) b4i + (A32 — « A42) b42 + (A33 - » A43) b43 + (A34 — 



»A24)ai4, 

tA24)a24i 
»A24)a34, 
»A24)CU4, 

»A24)Bl4l 
»7*24)624» 
»^24)634? 
»A24)B44, 
»A44)Ci4, 

»A44)C24) 
»A44)C34, 
lA44)C44, 

»A44)bi4, 

»A44)b24, 
»A44)b34, 

»A44)b44, 



(3'.) 



[ 2p,, = 
2pn = 

2pii = — 
2pit = - 



Pi{0)+Pi{C\ 2t>u 

Pi{C)+P2iC), 2t?24 

Pi{C)+p3{c), 2»j» 

PiiC)+piiC), 2©^ 

/»2(C)+/>2(C), 2»3, 

P3{0)+P3{C), 2Vii 



«'i(C)+«i(C), 

«2(0) +«2(0, 

»3(C) + »j(C), 

»i(C)+e,(C), 

«2(C) + »2(C), 

e3(C)4-«3(C). 



Die Darstellung der Elemente p^{c), ««(c) ist in (J'.) gegeben; die der 
Ph(.C\ «aCO flieset ans (J'.), wenn daselbst die e dnrch die f and die a, ß 
durch die y^ rf ersetzt werden. 
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V. 

Die partiellen DlfTerentialgleichungen. 

Die im ersten und dritten Abschnitt aufgestellten allgemeinen Ortho- 
gonalsysteme (J.), (J'.) und (3.)» (30 besitzen eine charakteristische Eigen- 
schaft, die sich in der Darstellung der Differentialgrössen «j, «2 ausspricht. 
"Wie man aus den beiden letzten Gleichungen des Systems (J'.) ersieht, ist 
^^(f>i+if^2) von ß, und ^(f?i— #©2) von a unabhängig. Diese Eigenschaft 
fuhrt zu partiellen Differentialgleichungen für die Systeme (I.) und (HI.)- 

Die letzte Formel des Systems (IL) lässt zunächst erkennen, dass 
die Differentialgrössen «1, «2 von zwei Variablenpaaren x^, t/y (y = 1, 2) ab- 
l^ängen und lineare Functionen von dx^, dy^ sind. Daher darf*) 

V, = i^P^dXyW.'^dyy), 



2 

Vi 



gesetzt werden. Aus der genannten Formel erschliesst man weiter, dass 
^^vo gleichzeitig das obere oder untere Zeichen zu wählen ist. Daraus folgt 



(10.) 



Xy . yy 

t?l = «t?2 , 

• Xy yy 

\ «t?2 = ^1 • 



beiden Relationen setzen sich auf einfache Weise in partielle Diffe- 
rentialgleichungen um. Unter Benutzung der von Herrn Caspary auf- 
gestellten Differentialidentitäten *) 

fl?fl3A = — ö,Ät?2 + Ö2ACi (Ä=l, 2, 3) 

ergebt sich 



dxy 'V-3/ dyr --'' dy, 



y = 1, 2 / 



I>a8 sind genau die Differentialgleichungen, welche Herr F. Kotier**) als 
charakteristisch für sein Orthogonalsystem aufgestellt hat. 



•) Vgl. Journ. de Math. (4.) VI, p. 377. 
*♦) Vgl. Berl. Sitzungsberichte 1895, S. 811. 



\ 
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Die Relatiouen (10.) lassen eine Verallgemeinernng auf das Ortho- 
gonale Sechzehnersystem (3.)? (S'O zu. Gemäss (3'.) sind die Differential- 
grössen i?„ mit den Differentialgrössen v„(g) und i?a(c) linear verknüpft. 
Für diese gelten die Relationen (10.) in folgender Form: 



IC. 



Vi = f f? 



. to. 



i 9 



t?r = tv 



y^ 



2 3 

yv 



Hiernach findet man, mit Benutzung von (3'.), die Relationen: 



(11.) 



t?l4 "-"«'23 — K^2A ~"<?31 ;? 
= t(«>24+t>3'r), 

t?u+t?2V = »(t?24*'+t?i'r)- 



Xy Xy 

t?l4 — 1?23 
^14+^23" 
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Ueber die Differentialgleichung 

(Von Herrn W. Heymann in Chemnitz.) 



In den Comptes Rendus*) zeigt Herr Petromlch, dass die Gleichung 
(1.) ^(^^)(^)\rp(^a:)y-^+x(x)f+0(x) = 

mittelst einer Substitution y =^ qs auf die Form 

(2.) (^y+-^ = ^(^) 

reducirt werden kann, and letztere ftthrt er dann dnreh eine Reihe meist 
transcendenter Substitutionen auf die Normalform 

(3.) -^ = F(o+r 

zurück. Alle die hier auftretenden Gleichungen haben, wie auch Herr 
JPelromlch durch Literaturangaben weiter darlegt, in neuester Zeit Bedeutung 
erlangt. Es hängt dies besonders mit dem Umstand zusammen, dass die 
Differentialgleichung **) 

(4.) (PsV+pO -^ +PiV'+P2V'+ PiV+Po = 0, 

von welcher eben (3.) als eine Normal form angesehen werden kann, be- 
merkenswerthe ineariantentheorelische Eigenschaften besitzt. 

Verfasser dieser Zeilen möchte nun darauf aufmerksam machen, dass 
Gleichung (1.) in beträchtlich einfacherer Weise in die Gleichung (4.) trans- 
formirt werden kann, so zwar, dass von (4.) nur der Sonderfall 

(4^) v^+PiV+Po = 



*) Tome CXXII, No. 22, 1896. „Sur une equation diifärentielle du premier ordre.* 
**) Man vergleiche die Abhandlung des Verf., dieses Journal Bd. 113. „Integrable 

B'älle der Differentialgleichung (PiV+Pi)-^ -^PiV^+P^y^+PiV+Po = 0." 
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zurückbleibt. Dann dürfte weiter interessiren, dass (4*.) wieder von 

(5.) (-^y+^i^+^o = 

abhängt, so dass also eine Reduetion der Gleichung (1.) auf (ö.) möglich 
wird, was — nebenbei bemerkt — ziemlich versteckt liegt 

Wir werden die Vorgänge nur kurz skizziren, da die auszuführenden 
Rechnungen ganz elementar sind und keinerlei Interesse bieten; erwähnt 
sei nur, dass die vorkommenden Coefficienten p^ q, r etc. immer als Func- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen anzusehen sind. 

Zunächst sei betreffs der Gleichung (4.) daran erinnert, dass sie 
vermöge 

in eine Gleichung derselben Form, jedoch mit p* = verwandelt werden 

kann, sodann, dass letztere für 

1 

''' = ^ 

abermals die Form (4.) erlangt, jetzt jedoch mit ps = 0. Setzt man in eben 
diese Gleichung 

so kann man mittelst der disponiblen Functionen / und /i jene Coefficienten 
annulliren, welche dem p2 und pi entsprechen, und also die Normalform 

(6.) -f^-+r,n'+ro = 

erreichen, welche nach Einführung der Quadratur 

und Elimination von S nur noch von einem Coefficienten abhängt. 

Verschwindet in Gleichung (4.) der Coefficient pa, so wird die eben 
besprochene Reduetion in keiner Weise gestört; es existirt indessen dann 
noch eine andere bemerkenswerthe Transformation. Für 

PsV+P^ == Vi 
erhält man nämlich zunächst eine Gleichung von der Form (4.), jedoch 
mit p4 = und — Vorausgesetztermassen — mit p^ = 0. Die Substitution 

Vi = ^t 
bewirkt dann, nach geeigneter Wahl von l, dass auch der dem ps ent- 
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entsteht 

(10.) (2(pf>+yj)v'+2(pe'+((p'+2tp)e^+(yj'+2x)e+x = 0. 

Man bemerkt, dass Gleichung (10.) zur Klasse der Gleichung (4.) gehört, 
und dass die vermittelnde Substitution zwischen (1.) und (10.) transcendenl 
ist und einfach 

fi = er* 



vdx 



lautet. Da wir uns von vornherein versichert haben, dass der Coefficient 
von y^ in (1.) annuUirt werden kann, so dürfen wir / = annehmen; dann 
aber liegt unter (10.) eine Gleichung (4.) mit po = vor, und folglich ist 
(10.) in die besondere Normalform (7.) reducirbar. Für diesen Zweck wäre 
die zusammengesetzte Substitution 

fvdx 

y ^ 9^ 

zu wählen. Indessen kann die Gleichung (10.) und mit ihr (1.) auch in 
die Normalform (6.) übergeführt werden, wie es Herr Petromtch gethan hat. 
Die obigen Exponentialgrössen sind, was nicht besonders angedeutet 
wurde, mit einem willkürlichen constanten Factor behaftet, der sich aber 
sogleich bestimmt, wenn die fertigen Ausdrücke für y in die Gleichung 
(1.) eingetragen werden. So ergiebt sich beispielsweise in der angezeigten 
Weise für 

das Integral 

y = csin(a?|^a+A'), 
und hier bleibt h durchaus willkürlich, während c nach dem Eintragen den 

Werth c = y— erlangt. 

Wie man sieht, ist durch die fünfgliedrige Gleichung (9.) die sechs- 
gliedrige (4.) noch nicht ganz erschöpft. In der That, es existirt eine all- 
gemeinere, nämlich 

(11.) P,y"+P^yyy''+P2yY+P^yy"+P^y'y'+Psy' = 0, 

welche für P^^ = und nach Ausscheidung von y mit (9.) zusammenfällt, 
dagegen für P„ ^ genau den Umfang der Gleichung (4.) besitzt. Die 



HeymanHy über eine DiffererUialgleiehung. 257 



Sabdtitationen 



y 



= €?, 



^ = r'+<?^ 



y y 

bewirken wie früher eine Reduction der Gleichung (11.) auf die Form 

(12.) {P,v+p,y^'{P,+p,)f^'HP2+PzW+P*^+Ps = 0, 

welche genau wie (4.) sechs völlig beliebige Coefficienten besitzt. Für 
(11.) gelten daher in entsprechender Weise alle die Transformationen, 
welche wir für (4.) angaben, also insbesondere die Reduction auf eine drei- 
gliedrige Form mit nur einem von x abhängigen Coefficienten, wie 

P.y''+P^yy'y''+P.y' = 

oder einfacher 

(13.) yy'y'+K^)y"+y' = o. 

Betrachten wir endlich noch die erweiterte Form der Gleichung (1.) 

(14.) <p(x)(-^y+rf,(,x)y^-\-x(.x)y'-\-»Cx)-^-\-c,(x)y+e(x) = 

und fragen, ob sonstige SpecialföUe derselben von Gleichung (4.) abhängen. 
Es mögen & und 6 verschwinden, und man setze 

dann entsteht 

also eine Form wie (1.). 

Weiter erwähnen wir den merkwürdigen Fall*), wo tf/, x ^^^ ^ 
verschwinden und also eine Gleichung 

(15.) (-I-) -JC.y+Jfo = 

vorliegt. Mittelst Variation der Constanten erschliesst man leicht, dass (15.) 
nach Einführung der Substitution 

» = •'+x 

in das Product 

[2,^+.^3:+(iy][2,-^-.vÄ7+(iy] = o 



•) Vergl. die „Studien" des Verf. — Teubner, 1891. — S. 348. 
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zerfällt. Hier ist also die Reduction eines Sonderfalls der Gleichung (14.) 
in die Normalform (7.) in wesentlich anderer Art vollzogen als früher, 
und da auf eben jene Normalform (7.) auch Gleichung (1.) gebracht werden 
kann, so existirt eine Transformation der Gleichung (1.) in die Gleichung 
(15.)- Man könnte vermuthen, dass diese Reduction ganz direct und nur 
durch algebraische Substitutionen ausgeführt werden könne, weil (1.) und 
(15.) derselben Klasse von Gleichungen angehören. Allein die Substitutionen, 
welche man der Reihe nach leicht anschreiben kann, ziehen sich keines- 
wegs wesentlich zusammen, insbesondere lässt sich die früher erwähnte 
Exponentialsubstitution nicht vermeiden, woraus man schliessen muss, dass 
irgend eine Vereinfachung des Vorganges unmöglich sein wird. 
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Preisaufgabe der Fürstlich Jablonowskischen 
Gesellschaft zu Leipzig far das Jahr 1901. 



Jjür das Jahr 1901 schlägt die Gesellschaft als Preisaufgabe vor: 

die Theorie der quadratischen Differentialformen in einem we- 
sentlichen Punkte zu vervollkommnen. 

Die Theorie der quadratischen Differentialformen, welche von Riemann angebahnt 
und namentlich von Christoffel und Lipschitz weitergeführt worden ist, hat durch neuere 
Untersuchungen in der Geometrie, der Dynamik und der Theorie der Transformations- 
gruppen eine erhebliche Bedeutung gewonnen, und jeder Fortschritt in jener Theorie 
würde auch hier einen Gewinn bedeuten. Indem die Gesellschaft wünscht, dass die 
Theorie der quadratischen Differentialformon in einem wesentlichen Punkte vervollständigt 
werde, lenkt sie die Aufmerksamkeit der Bewerber besonders auf die durch Lies For- 
schungen angeregte Frage nach der Natur und den Eigenschaften der Formen, welche 
continuirliche Gruppen von Transformationen gestatten. Für den Specialfall n = 3 hat 
neuerdings Bianc/it*) werthvolle Beiträge geliefert: es ist zu hoffen, dass die Darstellung 
der Kriterien für die Zugehörigkeit einer gegebenen Form zu einem bestimmten Typus 
in invarianter Form gelingen, und dass das Studium der in den betreffenden Räumen 
herrschenden Geometrien sich als lohnend erweisen werde. 

Preis 1000 Mark. 



Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft 
im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in 
deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu verfassen, müssen einseitig 
geschrieben und paginirt, ferner mit einem Motto versehen und von einem versie- 
gelten Umschlage begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungs- 
schrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die Ar- 
beit für den Fall, dass sie nicht preiswürdig befunden wird, zurückzusenden ist. Die 
Zeit der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und 
die Zusendung ist an den derz. Sekretär der Gesellschaft (für das Jahr 1898 Professor 
Dr. August Leskien, Stephanstrasse Nr. 10) zu richten. Die Resultate der Prüfung 
der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April 
des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden 
Eigen thum der Gesellschaft. 

*) Mcmorie della Societa Italiana delle Scienze, Ser. 111« T. XI. 1897. 
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lieber Abehche Gruppen. 

(Von Herrn Lothar Heffier in Bonn.) 



llat man eine ^6efeche oder commutative Gruppe A von n Ele- 
menten, so lassen sieh bekanntlich*) gewisse Elemente 

so auswählen, dass sie bezw. zu den Zahlen 

gehören (d. h. dass erst die Potenzen g^J-, g^?, .••, gl'' äquivalent der Einheit 
werden) und dass jedes Element der Gruppe einmal und nur einmal in 
der Form 

darstellbar ist, wobei 

(1.) ni^fii'^'f^y = fi 

und jede der Zahlen Uj, durch die folgende ft^^+i theilbar ist. n^ ist das 
kleinste gemeinsame Vielfache und zugleich die grösste aller Zahlen, zu 
denen überhaupt Elemente der Gruppe A gehören, gr^, g^^ . . ., g^ bilden 
eine Basis der Gruppe. Wir wollen eine solche Basis, bei der jedes »* 
durch iii+i theilbar ist, insbesondere eine redudrte Basis**) nennen. Der 
Name ist berechtigt; denn, wie man leicht sieht, lässt sich dann, mit Hi an- 
fangend, keine der Zahlen nj, durch eine grössere ersetzen und mithin keines 
der Elemente der Basis zum Wegfall bringen. Die Zahlen ni, »2, . . ., n^ 
werden darum auch die Invarianten der Gruppe genannt. 



*) Vgl. Schering, Abhandlungen der Ges. der Wiss. zu Göttingen Bd. 14 (1868). 
Kronecker, Berliner Monatsberichte, 1. Dez. 1870. Frobenius und Stickelberger , dieses 
Journal Bd. 86 (1878). Weber, u. a. Lehrbuch der Algebra Bd. II (1896) § 9 ff. Bach- 
mann, Zahlentheorie Bd. I (1892) S. 80 ff. 

**) In ähnlichem Sinne ist diese Bezeichnung wohl zuerst von Herrn Schlesinger 
(Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen Bd. II (1896) S. 6) gebraucht 
worden. 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 36 
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Wir wollen — beiläufig — zwei extreme specielle Fälle hervor- 
heben : 

a) Jedes »* sei der grösste gemeinsame Divisor von 

Wjt_, und 

Dann haben wir eine Gruppe mit möglichst kleiner reducirler Basis bei ge- 
gebenen n und ni. 

b) Jedes n^ enthalte jeden Primfactor des grössten gemeinsamen 

Divisors von n.^ und nur in der ersten Potenz. Dann haben 

wir eine Gruppe mit möglichst grosser reducirter Basis bei gegebenen n und n^. 

Beide Gruppen sind also durch die Zahlen n und Ui allein schon 
wesentlich bestimmt. 

Als nächstliegendes Beispiel einer Abehcheu Gruppe hat schon 
Herr Weber*) die Gesammtheit der Zahlen herangezogen, die positiv, kleiner 
als eine beliebige ganze Zahl m und relativ prim zu ihr sind, wenn die 
durch Multiplication entstehenden Zahlen immer mod.m genommen werden. 
Dann ist 

(2.) n = y(iw), 

und die Elemente einer reducirten Basis 

werden wir in diesem Falle consequenter Weise ein System eon primitiven 
Wurzeln für den Modul m nennen. Ein solches System von primitiven 
Wurzeln ist natürlich aus der von Herrn Weber (a. a. 0. S. 61) aufgestellten 
Basis Ay B, C^, C2, ... nach dem bekannten, an den oben citirten Orten 
dargestellten Verfahren leicht herzuleiten. Da die Elemente dieser Basis, 
wenn 

m = 2\^'.qfJ'..., 

bezw. zu den Exponenten 

gehören, so gehört z.B. A.B.Ci.Cz... zu dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen »1 aller jener Exponenten und kann daher als eine erste primitive 
Wurzel Gl gewählt werden u. s. w. 



*) a. a. 0. § 14, 15, 16. 
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Ans (4.) folgt 



(5.) 



n. 



«1^0 mod. ^, 
«2^0 mod.^, 



a. 



mod. 



w. 



wo Ji der grösste gemeinsame Divisor von d und n^, insbesondere also 
J, = rf ist; d. h. «4 hat die J* Werthe 



(6.) 



«* = 0, 



«* 






•? 



(<y.-l) 



«* 



(* = 1, 2, ..., r) 



Es braucht also nur abgezählt zu werden, wie viele Combinationen von je 
V Potenzen, je eine entnommen aus jeder der Zeilen 



(7.) 



9u 



92, 



n ^- 



• • • 



• • • 



9i 



(^.-Uf 



9i 



(^^1)-^ 






(^v-l) 



■^ 



sich bilden lassen, sodass mindestens eine der v Potenzen in jeder Combi- 
nation thatsächlich erst zu d gehört. 

Zu diesem Ende theilen wir die Primpotenz-Divisoren d von n^ in 
gewisse Kategorien: 

dl sei ein Divisor I. Stufe von », , d. h. ein solcher, der schon nicht 
mehr in 112 enthalten ist, 

^2 ein Divisor IL Stufe von n,, d. h. ein solcher, der auch in n^, 
aber nicht mehr in tiy enthalten ist, u. s. w. 

d^ sei ein Divisor ater Stufe von »1, der in w,, 112, ..., »«^ aber 
nicht mehr in n^+i enthalten ist. 

Entsprechend rf« geben wir auch den J noch einen weiteren, voran- 
gesetzten Index a, sodass 

Jak der grösste gemeinsame Divisor von d^ und »* 

ist, und bemerken, dass auf Grund dieser Definition 



(8.) 



<^al =^ai= ••• = <^aa = rf«. 
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aber 
(9.) 

werden. 

Für d = da wird also ans (7.) 



^a,a+l? ^a,a+2? • • •? ^ay ^^ ^c 



(10.) 






^11 



ida-^) 



• • • 



9i 






Ai 

ya+11 



(^a-l) 



Sra + l 1 



• • '1 



' ? 






'a+1 



0,0 + 1 






'av 



O^av-0 



'ay 



V 5 



• • • 



Hier enthält jede der a ersten Zeilen genau y(rfa) zu rf« gehörige Elemente, 
nämlich die mit Exponenten 

""^ da' 

WO ffl relativ prim zu rf« ist. Die y—a letzten Zeilen von (10.) enthalten 
dagegen nach (9.) gar keine zu d^ gehörigen Elemente mehr. Die Zahl 
der zulässigen Combinationen aus den a ersten Zeilen wird also, je nach- 
dem nur eine, oder nur zwei, u. s. w. oder alle a Potenzen der Combination 
zu rf« gehören, 

oder 



(o)<^(rfa)^(rfo-y(Oy-^ 



oder 

Die gesuchte Anzahl wird also gleich der Summe dieser Zahlen multiplicirt 
mit den einzelnen Elementzahlen der v—a letzten Zeilen von (10.), d. h. 
mit cJa,a+i"-^av Dahcr ist 



(11.) 
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oder 

(A.) Xp(d^) = [rfS-(rfa~y(0)1^a,a+I...J«., 

WO wir absichtlich für y(rfa) seinen Werth nicht einsetzen, (indem etwa 
da = p* gesetzt würde) , um die Beziehung zwischen ip und q) hervortreten 
zu lassen. 

Da nun jeder beliebige Divisor D von Wi in Primpotenzen zerlegt 
werden kann und da überdies die Richtigkeit der Formel 

(12.) ipia.b) = ip(a).xp(bl 

wenn a und b relativ prim sind, leicht zu erweisen ist*), so ist mit dem in 
Formel (A.) behandelten Specialfall zugleich die allgemeine Frage nach 
dem Werthe von V'(-D) erledigt. 

Specialisirt man Formel (A.) für einen Primpotenzdivisor yter Stufe 
dyj so ergiebt sich 

(B.) yj{d;) = di^(dy^cp(d;)y. 

Andererseits für einen Primpotenzdivisor I. Stufe rf = rfi wird 

(C.) v/(rf,) = spW^i2-^i3---^i»'- 

Ist ferner die ^6e/sche Gruppe cyklisch, d. h. existirt in dem Beispiel eine 
primitive Wurzel mod.m im gewöhnlichen Sinne, so dass n^ = «3 = ••• n^ = 1 
werden, so folgt aus (A.) und (12.) und, da auch stets (p(a.b)=^q>(a).^(b) 
ist, für jeden Divisor d von Hi = » = 5p (w): 

(D.) v^(d) = cp{d). 

Damit ist bestätigt, dass diese bekannte Formel in der allgemeinen (A.) in 
Verbindung mit (12.) enthalten ist. 



*) Ich unterdrücke diese Ausführung und verweise deshalb auf die Darstellung von 
Herrn Netto (a. a. 0.); ich würde mich ihr, die mir inzwischen im Manuscript vorgelegen 
hat, in diesem Punkte vollständig anschliessen und daher auf den Anspruch der Unab- 
hängigkeit verzichten müssen. 
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ist, y in eine Reihe entwickelt, welche zwar nicht in der ganzen Umgebung 
von a: = convergent ist , wohl aber z. B. für hinreichend kleine reelle 
positive Werthe von x, wenn der reelle Theil von a positiv ist. In Ver- 
bindung mit dieser analytischen Darstellung von y steht eine asymptotische 
Darstellung in Form einer im allgemeinen divergenten Reihe, welche 
nach Potenzen der Veränderlichen x und eines Exponentialausdrucks fort- 
schreitet*). 

§1- 

Wir nehmen bis auf weiteres an, die Veränderliche x gehe als 
reelle positive Grösse zur Grenze Null (was wir durch lima; = +0 be- 
zeichnen), und beweisen den folgenden Satz: 

Je nachdem der reelle Theil von a positiv oder negativ ist, giebl es 
unendlich viele Integrale oder nur ein einziges Integral der Differentialgleichung 
(l.), toelches für limx = +0 den Grenzwerth Null besitzt. Im Falle 9l(a) > 
sind zwei positive Grössen x^ und r]^ so vQrhanden^ dass jedes Integral y, 
dessen absoluter Betrag für x = x^ kleiner als rjo ist , für lim x = +0 ver- 
schwindet. 

Zunächst wird angenommen, die Potenzreihe G(x, y) enthalte kein 
von y freies Glied, es sei also 

(4.) G(x, y) = y{a+^{x, y)\ 

wo ^(xyy) eine für a: = 0, y = verschwindende Potenzreihe darstellt. 
Dann ist 

wegen ^(0, 0) = sind, wenn d eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, « 
positive Grössen otu und ??„ so vorhanden, dass, für < a: ^ a:,„ — ^-^ zwi- - 

sehen — ^|7" ^^^ — ^+r~ ^^^S*» wenn nur < (y| < ^u ist. Ist 9fi(a)<C0,^ < 

so nimmt, wenn man vom Integral 9 = absieht, für jedes Integral logjy^ ^ 
mit abnehmendem x zu, so lange |9|<!77o ist; es kann also nicht lim y = 



*) Die vorliegenden Untersuchungen sollen in einer späteren Arbeit weitergefulm 
werden. 
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sein. Im Falle 9i(a)I>0 nimmt dagegen \og\y\ mit abnehmendem x fort- 
während ab, sobald |2(|<!97u ist. Es ist demnach ein Grenz werth von 
log|y| für limir = +0 vorhanden, falls für x^x^^ |y|<^o war. Dieser 
Grenzwerth kann aber nur — cx) sein. Denn aus 

folgt, wenn für x=^x^y |y|<!^ü ist und 0<ix<ix^ angenommen wird, 

log|yo|-log|y| > (ß(a)-d)p^ 

X 

oder 

woraus hervorgeht: 

limlog|j(| = — cx), limy = 0*). 

Besitzt G{xy y) die allgemeine Form (2.) und wird 

&(x, y) = ^Aj^^x^y'' u = i, /« = ü; a-h/*>i) 

gesetzt, so ist 

Wir nehmen an, dass 

ist, wo g eine gewisse positive Grösse bedeutet, dass also die Reihe @(x, y) 
für |a;|<;l, |y|<l convergirt, was sich durch eine Transformation x=^ax, 
y =■ fty' mit positiven a^ ß stets erreichen lässt. Wir haben dann für 

l®(^^ y)\ ^ ^9^^\yY (A-i, //=:ü, A+Ai>-i> 

wenn wir also, unter d eine beliebig kleine positive Grösse verstehend. 



*) Die bisherigen Betrachtungen bleiben ungeändert, wenn in (4.) an Stelle von 
$(«, y) eine für jedes den Bedingungen < a? < a?o, \y\'^no genügende Werthepaar x, y 
reguläre Function tritt, für welche ^(0, 0) = und ^(0, y)= lim $(a?,y) stetig ist, so 

•IaQg0 lyl ^ i^o bleibt. Diese allgemeinere Voraussetzung wird demnächst- zu machen sein. 
Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 37 
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Ist 91 (a) < 0, so nimmt \y\ mit abnehmendem x zu, wenn «, <C |y ! <C ^^ 
kann also nur ein solches Integral y den Grenzwerth haben, 
Hphes für o: ^ Xo stets kleiner als f« ist Mehr als ein derartiges Integral 
UXk nicht vorhanden sein. Ist ^ ein solches und setzt man in (1.) 

y = 9+^, 

erliiLlt man 

flc, a) eine in einem gewissen Gebiete Q<ix'^^^ 1*1^^ reguläre, 
= +0, |a| ^ ^ stetige Function und £1(0, 0) = ist*). Dass abgesehen 
= kein Integral dieser Differentialgleichung den Grenzwerth haben 
ist oben gezeigt worden. Dass noth wendig ein Integral ^ mit lim t| = 
limir = +0 existirt, wird ähnlich wie im Falle der ißtcca/tschen Glei- 
bewiesen **). 

Die geringfügigen Abänderungen, welche an der früheren Entwicke- 
anzubriugen sind, sind folgende. Dort war die singulare Stelle a: = oo 
*^5tchtet, während wir uns jetzt in der Umgebung von a:=0 befinden, 
emäss sind, wie ohne weiteres ersichtlich, wo es sich um Vergleichung 
^ier Werthe von x handelt, die Zeichen „>" und „<:" zu vertauschen, 
der Stelle, an welcher für | alle ganzen Zahlen > o^o gesetzt wurden, 
^^tten wir jetzt, unter Xo eine hinreichend kleine positive Zahl verstehend, 
*^ i beispielsweise diejenigen Brüche von ganzzahligem Nenner und vom 
■^liler 1, welche kleiner als x^i sind. Bei der ißtcca/tschen Gleichung mit 
^^ aingulären Stelle o; = kann sich kein Integral für < o? ^ a^o singulär 
^X'lialten, wenn es nicht etwa unendlich wird. Dies gilt für die Differential- 
gleichung (1.) allerdings nicht mehr; sind aber Xo und b hinreichend kleine 
'^Bitive Zahlen, so verhält sich 

G{x^) 

'ÄX' jedes den Bedingungen 0<:a?^ar„, |y|^« genügende Werthepaar 
-» jf regulär, und deshalb kann auch kein Integral y in dem Intervall 
^ "■=c;a5<a?o eine singulare Stelle besitzen, so lange |y|<C« bleibt. Dies 
eicht aber für unseren Beweis aus. 




*) Vgl. Fussnote S. 269. 
**) Bd. 118, S. 263 dieses Journals. 

37* 




270 Born, über dcu Verhalten der Integrale von Di/ferentialgleichungen. 

setzen*) und annehmen, dass \y\ der Bedingung 

_x+\y\ ■ 

1-0.-1 Vi "•'^' ^ 



genügt, so hat — ^^ und also auch —^ mit fft(a) gleiches Vorzeichen, 

Diese Ungleichung 

(9+l)l!fP+((9+l>-9)|y|+a: < 

ist aber erfüllt, wenn 

^x < \y\ < ^x 

ist, wo e^ und rj^ die für hinreichend kleine positive Werthe von x positiven 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(q+l)\y\'+((q+l)x^q)\y\+x = 

sind; es ist für limx = 

lim«, = 0, limi7, = -^ *•). 

Demnach ist jf von gleichem Vorzeichen mit 9fi(a), wenn 0<ix^Xij 

(a?u hinreichend klein) ist und \y\ zwischen e^ und rj^ liegt. 

Im Falle 3t(a) > nimmt also l^j mit abnehmendem x ab, wenn 
der Werth von \y\ für x = a^ zwischen e^^ und tj^ liegt und für alle 
kleineren positiven x grösser als s^ bleibt. Es ist demnach für limrr = +0 
ein Grenzwerth von Ij^ vorhanden, welcher nur gleich Null sein kann. 
Denn aus 



dx ^ jj*+i -^ a?*+i 

folgt 

log|»|-log|yu| < --fc-(^-;^)i 
wenn für a? = a:,, y = yu ist und < a: < ^r« angenommen wird. Hieraus folgt 



limlog|y| = -<5c, limy = 0. 

Wenn es beliebig kleine positive Werthe von x giebt, für welche \y\ 
ist, so ist wegen lim 6, = auch limy = 0. 



«* 



*) Der Fall 3fi(a) = bleibt von der Betrachtung ausgeschlossen. 
) <x nimmt mit abnehmendem x ab, wenn <: x ^ x^ {x^ hinreichend klein) ist 
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§2. 

Es sei nun im Falle 3l(a)>0 y = f(x) eines der unendlich vielen 
particulären Integrale von (1.), welche für limx = +0 den Grenz werth 
besitzen, nnd es soll das Verhalten «on 

»'■' = s- 

beim Grenzübergange limaj = +0 untersucht werden*). 

Durch wiederholte Differentiation von (1.) erhält man 

hierbei ist 

und zur Bestimmung von 

Pn = Pn(x, y), Q. = (?«(ar, y, y', ..., y^-^>) 
dienen die Recursionsformeln 

woraus sich sofort ergiebt: 

(6..) P. = -~^-«(Ä+l)x*. 

Wir nehmen an, fttr das vorgelegte Integral y = f(x) and dessen Ableitungen 

erster bis (n— l)-ter Ordnung seien bereits bestimmte endliche Grenzwerthe 

gefunden : 

\imf(x) = 0, 

limfCo;) = l!c„ 



(6.) 



limr-)(*) = («-l)!f,_.. 
j^("> = ^")(a;) ist ein particuläres Integral der linearen Differentialgleichung 

(7.) 0^^'-^ = P.ico, /'(x)).y(">+P.(a:, f(x), r{<^\ • • -, f"-''(p))- 
Die Sätze ttber die ißicca/tsche Gleichung**) gelten auch hier, denn es ge 

*) Vgl. II. Theil § 2 Bd. 119, dieses Journals. 
**) Dieses Journal Bd. 118. 
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nttgt für dieselben die Voraussetzung, dass P^, Qn in einem gewissen Inter- 
valle < o: ^ a?ü reguläre und für x = +0 stetige Functionen von x sind. 
Es ist flir limx = +0 

limP, = lim -^ = a, 

limQ, = (?,(0, 0, 1!6„ ..., (n-l)!«,.,), 
und es werde 

(8.) nU, = -^Qn{0, 0, l.U„ ..., (ii-l)!6,_0 

gesetzt, so dass 6„ endlich ist. Da 9fi(a) > vorausgesetzt wurde, so ist 
flir alle Integrale y^"^ von (7.) 

mit Ausnahme eines einzigen ^^"^ flir welches lim 9^*^ = 00 ist. Hier ist 
aber 5^"^ dasjenige Integral, welches für jeden Werth von x unendlich ist; 
es kann also /^"^(a?) nicht mit 9^"^ übereinstimmen, denn 

I \^) — ^^l 

hat für jeden hinreichend kleinen positiven Werth von x einen endlichen 
Werth. Es ist demnach 

(9.) lim^">(x) = n\e,. 

Wir werden sogleich sehen, dass e, nichts anderes ist, als der Coefficient 
c, in der der Differentialgleichung genügenden Reihe 

(3.) y = c^X'\-C2x'^ + '" . 

Die Coefficienten der Reihe (3.) können wie folgt bestimmt werden. Es sei 

Setzt man flir y die Reihe (3.) und entwickelt man J(ti) unter Anwendung 
der flir convergente Reihen gültigen Rechenregeln nach Potenzen von Xy 
so erhält man durch Nullsetzen des Coefficienten von of die Recursions- 
formel flir c„. Die Reihenentwickelung von J(ji) wird auch so erhalten: 
man bildet, y als Function x auffassend, 

setzt man darin 
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SO geht ^n(tl) tt^^r ^^ 

J^ = a.nlc^+Q^(0, 0, l!ci...(ii-l)!c«_,), 
und es ist 

Die Recursionsformel ^/^ = für c„ stimmt mit der Recursionsformel (8.) 
für €^ ttberein; es ist also 

^n == ^H 

und demnach für jedes Integral y von (1.), welches für lima: = +0 rcr- 
schwindet, 

(10.) lim-^^ = n!c„. (n-i.z,...) 

Hieraus folgt die asymptotische Darstellung des Integrals y durch die Reihe (3.)< 
Setzt man nämlich, unter n eine der Zahlen 1, 2^ 3, . . . verstehend, 



n 



(11.) y = 2 c^x^+Änip", 



also 



^=1 






SO ist für lima; = +0 






lima^ = lim 1 *), 



u\ 



also mit Rücksicht auf (10.) 

(12.) lim^« = 0. 



*) Setzt man 



n 



so ist nach (10.) 

lim qpC") (x) = 0, lim t/^C») (a;) = 0, 

und es ist nach der bekannten Regel, deren Voraussetzungen hier erfüllt sind. 



,*.n 



n\ 



lim,,. = lim ^^ = lim ^^ = 0. 
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Potenzreihen von x, y sind, welche für hinreichend kleine absolute Beträge 
dieser Grössen convergiren. Wenn nun für ein gewisses Integral y von 
(1.) ausser der asymptotischen Gleichung 

wo T] die Reihe (3.) darstellt, noch die asymptotischen Gleichungen 

y^''^ ^ IJ^*') (K = l. 2. .... n-1) 

bestehen, wo ij^"^ die durch v-malige gliedweise Differentiation von ij ge- 
bildete Reihe bedeutet, so ist*) 

Bn(T,y, y^ ..., y^"-^)) ^^ g,(x, V,v\..., V^^''^) 

WO die Rechnungen auf der rechten Seite formal nach den Regeln für con- 
vergente Reihen auszuführen sind; links erhält man zufolge (16.) y^*^^ die 
rechte Seite stimmt, da die Reihe rj der Differentialgleichung (11.) formell 
genttgt, mit der Reihe 17^"^ ttberein; es ist also 

oder 

y^"> e-> 1.2...ii.c.+2.3...(«+l).c,M^+- • 
und insbesondere 

(17.) lim-g- = «!c.. 

Demnach sind auch die Gremtoerlhe der Ableitungen des Integrale ^ /tkr 
lima: = +0 gefunden. 

§4. 

Wenn die Veränderliche x mit dem constanten Argument co zur 
Grenze geht: 

(18.) X = Q^y limp = 0, 

so haben wir ftlr y als Function von q die Differentialgleichung 

(19.) p*+.^ = e-'»"'ay+-..; 

nach § 1 giebt es, je nachdem der reelle Theil von c^^^a positiv oder 
negativ ist, unendlich viele Integrale, welche bei dem Grenzübergänge (18.) ^ 



*) In Betreif des Rechnens mit asymptotischen Reihen sehe man Poincar^ Act 
math. Bd. 8 und Poincariy les methodes nouvelles de la Mecanique Celeste, Bd. 2. 
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§5. 

Wir setzen jetzt wieder voraus, dass x als reelle positive Grösse 
zur Grenze geht Im Falle 9l(a) >> stellt nach § 2 dieselbe Potenz- 
reihe (3.) sämmtliche Integrale asymptotisch dar, welche bei diesem Grenz* 
Übergänge verschwinden. Um ein unterscheidendes Merkmal im Verhalten 
dieser unendlich vielen Integrale zu gewinnen, stellen wir folgende Be- 
trachtung an. 

Es sei 

(22.) [^^%^] = (^,+a,a:+a,rr^+...; 

d. h. man ersetze in der nach y genommenen partiellen Ableitung des Aus- 
drucks (2.) y durch die Reihe (3.) und nehme die formale Entwickelung- 
nach Potenzen von x vor. Der Differentialgleichung 

a?*"**^-^ = (ia^,+a,x+'"+a^x^)t 

genttgt die Function 

(23.) t ^ Ce ^' ^ *"' **"' ' ^a:"^ 

worin C eine willkürliche Constante ist. Es ist Gq = a, also 9t (oo) > und 
demnach 

lim< = für limir = +0. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Ist yi) ein für lim a; = + f^erschmndendes parHculäres Integral der 
Differenticdgleichung (1.)^ in toelcher 3t(a) >> f^orausgesetst wird^ und legt 
man der in dem Ausdruck (23.) 

1 o, "*-l 






enthaltenen Constanten C einen bestimmten endlichen Werth bei, so ist ein und 
nur ein Integral y von (1.) vorhanden, für welches 

lim -y=yo_ ^ 1 

ist. 

Durch die Substitution 

(24.) y = yo+Ä 



\ 
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ferner 

lim^y(a:) = (r = i, 2,...) 

ist. Wenn die positive Grösse r kleiner angenommen wird, als der von 
Null verschiedene kleinste Werth von 



im Intervall O^x^aro, so ist die Reihe 

für O^x^Xoj \^\^^ gleichmässig convergent; die Function F(xjw) ist 
in diesem Gebiete stetig und zwar regulär, wenn a?>0 ist. Wegen 

lim a:-^*+^>/ = 

kann man opu so klein wählen, dass r > 1 wird. Da J^^' ^^ in dem 

angegebenen Gebiete endlich ist, so sind die Voraussetzungen des Funda- 
mentalsatzes über die Existenz der Integrale eines Differentialgleichungs- 
systems mit reellen Veränderlichen erftlllt*). Es giebt demnach eine und 
nur eine der Differentialgleichung (27.) genügende Function tr von x, welche 
für o: = den Werth 1 annimmt und in dem Intervall 0^x<ixi {x^ hin- 
reichend klein) stetig ist. Diese Function muss in unserem Falle eine 
analytische Function sein, welche sich im Innern des Intervalles 0<Zx<^Xi 
überall regulär verhält; denn wäre sie an einer Stelle x = ^ nicht regulär, 
so wäre ausserdem noch eine reguläre Function vorhanden, welche für 
a; = ^ denselben Werth annimmt; wir hätten zwei stetige Functionen mit 
demselben Werthe flir x = ^, was dem Existenzbeweise widerspricht. 

Einem Integral tr von (27.) entspricht aber auf Grund der Sub- 
stitution 

i 
ein Integral y von (1.), so dass der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 



*) Picard, Traite d'Analyse, Bd. II, S. 291 oder S. 301. Nimmt man etwa den 
vermittelst successiver Näherungen geführten Beweis (S. 301 — 304), so sieht man ohne 
weiteres, dass derselbe auch gültig bleibt, wenn nur die Veränderliche x reell, die Func- 
tion w aber complex ist und wenn das betrachtete Intervall von x sich vom Ausgangs- 
werthe x = nur nach einer Seite hin erstreckt. 
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Hat G(x, y) die Fonn (4.), in welcher die von y freien Glieder 
fehlen, so ist yo = ein Integral ; man hat 

und einem bestimmten endlichen Werthe der Constanten C in dem Ans- 
dmcke für t entspricht ein einziges Integral y der Differentialgleichung (1.), 
für welches 

lim -f^ = 1 

ist Dieses Integral wird im folgenden Paragraphen in eine nach Potenzen 
von t fortschreitende Reihe entwickelt, ans welcher sich sein Verhalten 
beim Grenzübergänge lima: = +0 genauer ersehen lässt. 

§6. 

In der Differentialgleichung (1.) sollen jetzt in G(x, y) die von y 
freien Glieder fehlen. Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form 

(28.) ^' "ä" = '^(^^ y) = 9o(x).y+g,(xy.y'+.-; 

es sei 

gj^(x) = a^^^+a[^^x+a^^^x^+'- (1 = 1,2,...) 

und insbesondere 

Wir wollen wieder annehmen, die Reihe G(x,y) sei für |a?|^l, |y|^l 
convergent; femer setzen wir go(x) als ganze Function Aten Grades 

(29.) go(x) = a^+aix-^ {-a^a^ 

voraus, was stets dadurch erreicht werden kann, dass man an Stelle von 
y vermittelst der Substitution 



J 



y = «e"-' 






eine neue Function z einführt. Wir setzen 



(30.) 






"WO C eine willkürliche Constante bedeutet, so dass die Differentialgleichung 
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besteht. Wenn für C ein bestimmter endlicher Werth gesetzt wird, besitzt 
die Differentialgleichung (28.) ein Integral y, für welches 

lim -f = 1 

ist, vorausgesetzt, dass 91 (ou) >> ist. Wir wollen dieses Integral in eine 
coneergente Reihe entwickeln: 

(31.) y = 70+^1+^2+-, 

in der Weise, dass 



«=+0 * ^ 






(n=0, 1,2, ...) 



n = tF, = r^'A, 



endlich ist. Wir setzen 

(32.) 
so dass wir haben 

(33.) y = <(Fu+F,+F,+-), 

(34.) y = fj+f,e+f,e+- 



and 



lim 4^ = lim /•. = «<->. 



»=-HJ 



«=+« 



Eine Reihe von der Form (31.) erhalten wir durch folgendes Verfahren. 
Setzt man die Reibe (31.) in die Differentialgleichung (28.) ein, so er- 
hält man 

dYm « / 00 _. \^"H 






00 / « .., V+1 



ersetzt man in dieser Gleichung Y^ durch Y«^^^ und vergleicht man die 
Coefficienten von r, t^, t^, . . . , t"+^, so erhält man die Gleichungen 



(35.) 



x*+i-^ 



dx 



X* 



dx 



^+1 ^^2 



(/o; 






dr 



^ ~~lZr "■ fl'ü'n+ ^nC^^ü? M? •••1 ^n-l)5 



(/x 
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f ^ü = 1, 



(38.) 



U 







Hieraus erhält man unter Berücksichtigung von (32.) oder auch durch Inte- 
gration der linearen Differentialgleichungen (36.): 



(39.) 



(J 



A = '-"/ 



^n\J(i^ /n • • •» tn—\) 



X 



*4-l 



rda;. 







and aus (3ö.) ergiebt sich 

Y„ = t. 



(40.) 






(J 



^ = '/ 



^»(^0» ^i> ' « . } iw— f^dx 



u 



X 



*4-l 



Wir werden im nächsten Paragraphen nachweisen, dass die Reihen (31.)) 
(33.), (34.) für hinreichend kleine positive Werthe von x convergent sind, 
wenn, wie vorausgesetzt wurde, 91 (o,,) > ist. 

Die Differentialgleichung (36.) für f^ besitzt ein einziges Integral, 
welches für lima? = +0 einen endlichen Grenzwerth hat*); das allgemeine 



*) Nach den Sätzen über die Atcca/tsche Gleichung (Bd. 118). Die Behauptung 
ergiebt sich übrigens auch aus § 1 der gegenwärtigen Arbeit. 
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Integral derselben ist r 

legt man der Integrationsconstanten e, einen von Null verschiedenen Werth 
bei, so ist lim/'» = cx>. Das nothwendig vorhandene Integral mit endlichem 
Grenz werthe entspricht demnach dem Werthe c, = 0, d. h. es ist durch (39.) 
dargestellt 

Die Differentialgleichungen (36.) werden formell befriedigt durch 
Potenzreihen 

(41.) A = c<">+ci">a:+c^->a:^+... 

und demnach die Gleichung (28.) durch die Reihe 

(42.) y = -Tcir^aj^^r*^'. («i,n=ü, 1,2....) 

Diese Reihen sind jedoch im allgemeinen divergent. Wie aber früher ge- 
zeigt wurde, stellt die Reihe (41.) die Function f^ in (39.) asymptotisch dar. 



§7. 

Um die Convergenz der in § 6 aufgestellten Reihen zu beweisen, ver- 
gleichen wir die Differentialgleichung (28.) mit 

(43.) x'^'-p- = ®(x, ^) = 9„9+9.9'+-; 

hier ist 

und zwar sind tto, ai^\ a{^\ . . . positive Grössen, welche die Bedingungen 
erfüllen: 

3i(ö.)) > Oo, 

Wir setzen, unter (S den absoluten Betrag der in t enthaltenen Constanten 
C verstehend. 



1 a« 



(44.) t = ©c * ** , 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Heft 4. 39 



286 Hörn, über da$ Verhalten der Integrale von Differentialgleichungen, 



femer 



5. 



(45.) 



= 1, 



f tfl, 



^dx. 



ii 



5. = f^m^^^. 



(j 



5. = /-J ^»Cgo.g.,..-,g.) ^,^ 



ü 



wobei <p^ ans 0, dadurch hervorgeht, dass man g^, t, Fo, . . . durch g«, 
t, {Jo, ... ersetzt. 

Wegen SiCou—Oo) > ist 



lim 4= lim -^e ^* '^ ^-"*- 



a;"* = 0, 



x=+(l 



also 



|<| < t für < x ^ aro, 

wenn ar^ hinreichend klein genommen wird. 
Wenn die Reihe 






für 0^x^x^^ gleichmässig convergent ist, gilt das auch für die Reihe 

V F 

Denn nach (45.) ist |5„ für hinreichend kleine positive Werthe von x positiv, 
und durch Vergleichung der Formeln (38.) und (45.) ergiebt sich 

Ist nämlich: 

|F^| ^ ^y^ ^*' = "' J. --"-o 

so ist 

und demnach 
also auch 



/ 



' 0«(/x 



0;*-+-» 



. u 



s /•--<)r g ./ 



(pndx 



.*4-l ' 







U 
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gesetzten Methode die der Gleichung (48.) genügende Potenzreihe von t 



9 = fot+fit^+f>+-, 



80 ist nach (39.) 



(49.) 



fo= 1, 



10 



(J 



ir*+i 



tdx, 



i = Qt-'/'^yj^t^rfx, 



(j 



nun ist aber 



'-/ 






u 



x*+l 



/ 



« c *** da? 



a^+i 







na. 



und demnach 



l = 1, 



-f ^ 8(2U+"f.') 



d. h. f„ ist eine positive Constante und stimmt mit c„ ttberein. 

Ans der Differentialgleichung (46.) erhält man nach (39.) 



f. 



(50.) 



= 1, 



f. = 










(l-a?)a^-»-» 






IJ 



WO v^« eine Summe von Producten 



U-*'l/i«+i 



(mr= 1, ..., n; A'i+'-'+A'mH-l = *»-*») 



ist, so dass V'» ^us !Pi, dadurch hervorgeht, dass mau g^ durch 1 und 
/ü» /m • . • durch fo, fi, ... ersetzt. Nun ist aber, da ^ a: < 1 an- 
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Wir können demnach den Satz aussprechen: 
Die Differentialgleichung (28.) 

wird durch eine Reihe 

* wr 

y = £Y, 

befriedigt y welche, wenn 9l(a„)>0 ist, in einem Intervall O^x^x,, fj*,, 
positiv und hinreichend klein) gleichmässig convergirt. Die Reihenglieder K, 
lassen sich nach den Formeln (40.) durch successiee Integrationen berechnen. 
Setzt man 

Y^ = r"^Y„(a?), (n = (l, 1,2. ...) 

wo 

t = Ce ^' -" .-I ,.-! + •+ X -j^a, 

f>^^ so hat man zur successiven Bestimmung der f^ die linearen Differential" 

gleichungen (36.)^ deren Integrale durch die Formeln (39.) dargestellt werden. 

Formell wird die Differentialgleichung (28.) durch eine Potenzreihe 

von X und t 

y = -Tc^r^a;"*/"-^^ (m,« = (M, 2,...) 

befriedigt; die im allgemeinen divergente Potenzreihe von x, mit welcher C^^ 
multiplicirt ist, 

«te/// rfte Function /„(ar) asymptotisch dar*). 

Die Umgestaltung und weitere Untersuchung der obigen Reihen soll 
in einem späteren Aufsatze erfolgen, ebenso die Betrachtung complexer Werthe 
von X, von welcher zuletzt abgesehen wurde, weil es sich im gegen- 
wärtigen Aufsatze hauptsächlich um das Verhalten der Integrale auf einem 
bestimmten nach der singulären Stelle x = gehenden Wege handelte. 



*) Durch Reihenentwickelung der Integrale (40.) erhält man für y eine Reihe, in 
deren Gliedern, falls Ok keine ganze Zahl ist, Potenzen von a;"* vorkommen, multiplicirt 
mit Reihen, welche nach positiven und negativen Potenzen von x fortschreiten. Die 
oben eingeführte divergente Potenzreihe von x und / zeigt eine gewisse Aehnlichkeit 
mit den einer linearen Differentialgleichung formell genügenden Normalreihen. 
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lässt sich, wenn wir dauernd die Abkürzung 

(2.) c = A-A" 

und j^ statt C durch die Gleichung 

c = ^ 

c 

einführen, mittels Auflösung nach i^(it+l) in die Form 
(3.) v(«+l) = ir^lg+^^'+^X")-- 

(4"n+ß")+f V(") 

c 

setzen. Die Differenz c muss von verschieden sein, ausserdem sind die 
Constanten A, A\ B\ B" völlig willkürlich*); das Argument n ist als 
positive Zahl anzunehmen. 

Wir fragen nun: Welche Beziehung muss zwischen y und den anderen 
Constanten bestehen, damit ip(n) sich rational durch diese und durch n aus- 
drücken UissCy und welches ist dann der Ausdruck für y^(n)? 

Zunächst untersuchen wir, welchem Werthe yj(n) für « = c» zustrebt; 
derselbe kann eine endliche constante Grösse, etwa M, oder oder oo sein. 
Im ersten Falle würde die linke Seite von (1.) die unendliche Grösse 
(A'—A)M.n enthalten, die sich gegen keine andere forthebt; dieser Fall 
kann also nicht stattfinden. Den zweiten Fall präcisiren wir versuchsweise 
folgendermassen: 

lim yj{n) = 0, lim (» V^(»)) = 1, 



n=ao nsroo 



und hierdurch wird in der That der Gleichung (1.) genügt. Endlich wird 
sie noch näherungsweise durch die Annahme 

befriedigt, denn hierbei heben sich die höchsten (zweiten) Potenzen von n fort. 
Es giebt also zwei Klassen von rp(n): eine, die dem Werthe — , und 

die andere, die dem Werthe -tt« oder — n zustrebt. Wir können indess 

' C y 

die eine auf die andere zurückführen. Setzen wir nämlich in (1.) nach 



*) Die in der Einleitung erwähnte Bedingung A > il" > darf also bezüglich 
i^(ii) aufgegeben werden. 
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§2- 

Bei der Beantwortung der in § 1 gestellten Frage müssen wir ge- 
wissermassen in umgekehrter Ordnung zu Werke gehen, indem wir zuerst 
die Form von yj(n) feststellen. Da dasselbe rational und in geschlossenem 

Ausdruck erscheinen und dem Werthe — für unendlich wachsendes n zu- 

n 

streben soll, kann es nur folgende Form besitzen: 

worin X eine positive ganze Zahl und Tj, ..., r^-i, «i, ..., Sx unbekannte 
von l abhängige Constanten sind. Dabei zeigt sich der unerwartete Um- 
stand, dass X beliebig gewählt werden darf, wenn nur ^ in richtiger Art von 
A', A\ B\ B" und X abhängig gemacht wird. 

Wir wollen zuerst den Specialfall i = 1 durchführen, setzen also 

V^W = -:rr:r^ V^(«+l) = 



Erweitern wir die linke Seite von (3.) im Zähler und Nenner durch den 
Factor A'n+z, wo & eine zunächst unbekannte Constante ist, so wird 
aus (3.): 

A"n +z _ (A'n + A' + B' ^-^-cCn+s^) 



^A"n + zXn+s, + l) (^.,,^.ß.)(,+,^)^ y 



und nun giebt die Vergleichung der Coefficienteu von n''^ n\ n\ Zähler 
gegen Zähler und Nenner gegen Nenner, ohne Schwierigkeit die Werthe: 

a = B"-A", y = ÄB"-A"B-'2ÄÄ', 

'^Ä'^B'-B", 
und daher 



f a = ß" 



Wir gehen nun zum allgemeinen Falle über. Setzen wir in (7.) 
«+1 an Stelle von w, so werde 



2-1 

i/-l_l_ V. n. ^l—k-\ 



(9.) V^(« + l) = \ ; 

w^+^i 0),n^-^ 



1 
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Benutzt man nun diese Gleichung, indem man darin k, A— 1^ k—2^ . . ., 
an Stelle von k setzt, um die sich ergebenden Werthe von «t+n **> • • •? *i 
in die beiderseits mit c multiplicirte zweite Gleichung (10.) (mit k+l statt A) 
einzusetzen, so erhält man eine Gleichung, welche a^+i durch r^^i^ r^, . . ., fi 
ausdrückt. Ersetzt man auf ihrer rechten Seite c durch A'—Ä\ so ergeben 
sich die Coefficienten von Ä und E' ohne weiteres, die Coefficienten von 
Ä^ und z mit Hülfe der leicht beweisbaren Summationsformeln : 



.^+(»»)i(^+l)+(m)3Cu+2) + ... + (iiiXCa+m) = 2-.a + 2— 'in. 



woraus: 



(^-*+A-l),^, + (i-Ä)i(i-Ä+A-l),+(A- 

•••+(^-ft+A-l),(i-Ä+Ä 



Ä+l)2(^-ft+A-l),_,+... 
-l)i+(i-ft+ÄX+i 



-1); 



nnd 



(.«+ m- 1),„ + (,u), (;U + m -!)„,_, + (^« + l)j (,M + m - 1)„_2 +•• • 

•••+(u+m-2)„_,(«+i»-l)i+(At+»»-l),„ = 2"(/*+i»-l). 
nnd wir erhalten: 



(19.) 



+ -^^— |tl2>-.2'(2A-2Ar+l)rt_a+-+-^^^2*(2i-2Ä+Ä-l)j 



+£'|r»+a-Ä),r*_, + (i-*+l),rt_,+-+(^-l)*| 
-a|rt+2(i-Ar),rt_,4-2'(Ä-Ä+l),r,_3+-+2*(A-l)»|. 

Durch Subtraction der Gleichung (18.) von (19.) folgt: 

c(Oi+,-»t+i) = c(i-ft)rt+^'^»(i-Ä+A);i^.irt_» 



(20.) 



-ä'2:h ^^ l'^\ -^|(2*-^'-i)(;i-^)+2*(A-i)+il 

+£'iA(i-*+Ä-l),r»_»-»i*(2*-l)(i-Ar4-A-l)»r»_». 



Wenden wir uns jetzt zur Gleichung: 

(12.) K = N„ 

deren linke und rechte Seite durch (14.) nnd (16.) gegeben sind, und ver- 
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und es möchte wohl ziemlich unbequem sein, die Gleichung (25.) voll- 
ständig zu entwickeln und dann aus ihr direct die Wurzeln zu erschliessen. 
Wir gelangen glücklicherweise auf indirecte Art zum Ziel. 

§3. 
Sei es gelungen, eine Wurzel der Gleichung (25.) nach Festsetzung 
von X zu finden, und hiermit, vermöge der Gleichungen (24.) und (18.), die 
Function V^(»), wie sie durch (7.) dargestellt ist, wirklich aufzustellen. 
Dann darf natürlich, wenn q eine beliebige Constante, d. h. von n unab- 
hängige Grösse ist, statt (7.) auch: 



r27 ^ rv(n) - (»'-'+ry''+"'^n.-0(n+q) 



gesetzt werden, oder nach Ausführung der Multiplication in Zähler und 
Nenner, wenn die Bezeichnungen 

K = ^k + g^k-l'l a=l, 2,.... 1) 



(28.) [ [! 



** + 9*jt-n (* = i, 2, ..., A+i) 

insbesondere : 

(29.) r[ = r, + q, r[ = qrxi] sl^s^+q, s[^,=.q$j^ 

eingeführt werden, auch: 

wir behaupten aber: 

A) Es giebt einen und nur einen Werth von q, der es bewirkt, dass 
das in (18.) zusammengefasste Gleichungssystem richtig bleibt, wenn darin 
r' und s (im Sinne von (28.) und (29.)) statt bez. r und Sy und i+1 statt 
l gesetzt wird. Die Auffindung dieses Werthes von q bedarf nicht der 
Auflösung von (25.), sondern er ist direct angebbar, nämlich: 

(31.) , = K-i^pAL. 

B) Es bleiben hiermit auch die Gleichungen (21.) oder (24.) für 
Ä+1 statt l und den beibehaltenen Werth von y richtig, oder, präciser ge- 
sprochen: Wenn man das System (24.) für i+1 statt l bildet, wobei unter 
anderem: z = B"—(l+V)Ä' zu setzen ist, darin statt Ti, fa, ..., r^ beziehungs- 
weise die durch (28.) und (29.) gegebenen ri, fj, ..., r[ substituirt und für 
y den bisherigen Werth beibehält, so erhält man ein System richtiger 
Gleichungen. 
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durch (n+q)(n + q) (siehe die Gleichungen (31.) und (32.)) heben; — und 
80 weiter fort, wobei immer der zurückbleibende Bruch die Function tp(n) für 
den Grad k ist. 

II. Die Gleichung (25.)(i) hat eine Wurzel, sie sei yi; die Glei- 
chung (25.)(2) hat die Wurzel j^i und ausserdem noch eine zweite yj; die 
Gleichung (25.)(3) hat die beiden Wurzeln ;^i, ^2 und ausserdem noch eine 
dritte ^3, überhaupt irgend eine Gleichung (25.)(;.) besitzt alle Wurzeln der 
vorangehenden (25.)(;t-i) und dazu noch eine ihr eigenthümliche, sozusagen 
primitive Wurzel. 

Dadurch gewinnen wir ein Mittel, um die Wurzeln der Gleichung 
(25.) zu finden, ohne die Gleichung vollständig entwickeln und auflösen 
zu müssen. Wie nämlich aus (26.) hervorgeht, ist: 

A k 

bilden wir also die rechts stehende Summe, was uns möglich sein wird, 
und bezeichnen sie mit ^(^), so ist 

(34.) rx = *(^)-.*(^-i). 

§4. 
Nachdem durch die Folgerungen I und II, insbesondere durch die 
Gleichung (34.) des vorigen Paragraphen die Tragweite der darin auf- 
gestellten Behauptungen dargethan worden, unterbrechen wir die Reihe der 
Schlüsse, um diese Behauptungen selbst zu beweisen. Gemäss (18.) ist: 

^ '^ I -2:.Kk-k+li),^,Ä'+(l^k+h\z\r,_,^,, 

[cs,^, = cr,_, + \E'^(k--k+l)A"^z\r,J, 

^ ^ I -2;.|(i-ft+A+l).^,^''+(i-ft + A+l).Ä|n..-2, 

wobei die Summation in (36.) bis ä— 1, statt nur bis *— 2, ausgeführt wer- 
den darf, weil der letzte Summand wegen des Factors r_i verschwindet 
Wir setzen jetzt in (35.) k+1 an Stelle von l, dadurch geht a wegen (17.) 
in z—A" über, und die aus s^ und r^^ (ä = 1, 2, ..., *) hervorgehenden Grössen 
bezeichnen wir mit bez. sl und r[. Dann ist 

je.; = cr[+\E'-il-k)A'-z\r',., 

^^^'^ -S.!(^+i-ft+/0/...i^''+(^+i-*+A).(^--^'')kU-i. 
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nämlich die zweite Gleichung (10.) nnd die ans ihr durch Substitution von 
Ä— 1 an Stelle von k entstehende in folgender Art schreiben: 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit bez. 1, 1, 9 und addirt die vertical 
unter einander stehenden Glieder, so erhält man genau die rechte Seite 
von (42.), also ist: 

(43.) ai = a,+(l + q)a,_,, 

wovon wir sofort Gebrauch machen werden. 

Die Behauptung B) des § 3 lässt sich, wenn yi eine Wurzel der 
Gleichung (2b.\x^ ist, nach (21.) durch folgende Gleichung ausdrücken: 

(44.) ^"c(a;^,-^;^,-(i+l).0+c(Ä-^")(^;-O = r^^r^. 
und die Richtigkeit derselben muss also bewiesen werden. Es ist aber nach (21.): 

^"c(<y*H-i-«]t+i-^«*) +CÄ(at -«0 = r^.^yi, 
Ä'c(ot -Sf, -^«t-i) + c3(a;t-i— «A-i) = n-2rx, 

also, wenn die erstere mit 1, die zweite mit q multiplicirt und dann beide 

addirt werden: 

Zieht man von dieser richtigen Gleichung die vermuthete Gleichung (44.) 
ab, so entsteht nach geringer Zusammenziehung, als des Beweises bedürftige 
Gleichung die folgende: 

A"c(oj,^,^qo,-o[^i + o[) + cz(aj^+qa,_,-o[) = 0; 
die linke Seite ist aber mittels (43.): 

A"c(l+q)Oi,_^-czOj,_^ = caj,_,(A"+A"q-z), 
und dies ist nach Gleichung (40.) in der That gleich Null. Somit sind 
die unseren Schlüssen in § 3 vorangehenden Behauptungen erwiesen, und 
die Schlüsse selbst treten in Gültigkeit. 

.§5. 
Um nunmehr an (34.) anknüpfen zu können, haben wir die Summe 



*(^) = Aa,_, 



zu bilden. 
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Die Wurzeln der Gleichung (25.) yi, ^27 /ai •••» yxf deren letzte keiner 
früheren Gleichung zukommt, bilden somit eine arithmetische Reihe zweiten 
Grades. 

Setzt man diese Werthe und insbesondere den letzten derselben y^ 
in die Gleichungen (24.) ein, so folgen im gegebenen Falle nach einander 
und linear, also ohne jede Schwierigkeit, die Grössen ri, ..., r;t-i*) und 
hieraus mittels (18.) die Grössen «i, ..., Sx, deren letzte, für Ä = il— 1, 
(r;^ = Ü) den Werth hat: 

(50.) s, = l|(E'-Ä)r,_,-a(n., + r,.3+-+r,+l)|. 

Zur weiteren theoretischen Entwickelung machen wir von diesen 
Gleichungen (24.) nur soweit Gebrauch, dass wir die Grössen r^ und «4 
mittels derselben nach fallenden Potenzen von / entwickeln und nur den 
Coefficienten der höchsten Potenz feststellen. Sie ergeben: 

1 



k 

also kommt wegen (46.): 

yk 

und weiter wegen (18.): 

(52.) s, = r,+... = (-1)*_^_-+... c*-i,2 i-i) 



*) Wenn das Gleichungssystem (24.) bekannt ist, kann man daraus mittels der 
Methode, welche die Gleichung (44*.) entstehen lässt, und mit Benutzung der aus (28.) 
folgenden: 

Tk = ri— 7r;„i+9Vi_2+---±g*, C*=i. -^ i-O 

= rA'-9ri_i + 9V5._2 4=---±9^ 

das Gleichungssystem (24.)(i-Hi) bilden. Die ersten k — 1 Gleichungen folgen unmittelbar 
in der genannten Art, die Ate und die (A + l)-te, indem man diese Gleichungen so be- 
ginnen lässt, wie es die Gleichungen (46.) (für k = X) und (48.) (für A+1 statt A) be- 
dingen. Schliesslich sind bei den r^ die Striche wegzulassen oder durch den oberen In- 
dex A + 1 zu ersetzen, und statt yx ist y zu schreiben. Da nun sämmtliche Werthe 

7,, y^, ^3 etc. aus (49.) direct zu finden sind, so kann man auch die r^ successioe finden, 
ohne auf die Gleichungen (18.) bis (21.) zurückgehen zu müssen. — Vgl. aber die Anm. 
am Schlüsse des § 5. 
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für y=ij^i_y sind ihre gemeinsamen Factoren: 



»» — »X-3J « — «A-2, « — »/-i; 



u. 8. w. 



? 



für y = ;^i sind ihre gemeinsamen Factoren: 



n — Wi, n — 112 



• • • 



«-»/-i 



Der für y ^Yt (^ *^ ^) ^öcä Absonderung dieser Factoren in Zähler und 
Nenner übrig bleibende Bruch ist tp(n) (für r statt l) in unreducirbarer Form. 
Aus dem Obigen ergiebt sich: Der Zähler sowie der Nenner ver- 
schwindet in jedem der folgenden Fälle, wobei die Klammern bedeuten, 
dass die beiden durch sie umschlossenen Gleichungen gleichzeitig gelten 
sollen : 



(57.) 






« = «i-5 



7 = y-i-j 



etc. bis 



[y = y.i 



» = «, 



r 

\n = 



Yi-i 



\Y 
n 

ir 

n 



= ni^2J 



«A-lJ 



etc. bis 



etc. bis 



[Y 
n 

[Y 
n 



= n. 



= y: 



= »1 



fy = yi 



> • 



\n = ||;^_iJ 

Dies führt zur Aufstellung muthmasslicher Ausdrücke für Zähler und Nenner, 
welche wir nunmehr von einander trennen. 

Der Zähler von V^(«). Wir behaupten, dass der Zähler durch folgen- 
den Ausdruck gegeben wird, worin die Cf, sogleich anzugebende Constanten 
bedeuten, und welcher Ausdruck für y = yxj siehe Gleichung (49.), in seiner 
unreducirbaren Form*) erscheint: 

Z(W, V) = Ci(« — «;i_,)...(ft — »3)(» — W2)(W — »1) 
+ C,(ll-«;i_,)...(»-»3)(W-«2)(y-yi) 

(58.) ^ +C3(fi-i»,_0--('»~%)(y-y2)(y~;^.) 

+ 

+c,(;'-^-i)...(y-y3)(y-/2)(r-yi). 



*) d. h. in einer derartigen, dass für y = yi Zähler und Nenner keinen Factor mit 
einander gemeinsam haben. 



308 Saalschüti, über rationale Auflötungen einer Functionalgleichung. 



nach (11.) und (17.): 



E'-z Ä'+B'-B"+XA" 



d. i. nach (56.): 



= l(^'+ß'+^"„,_,). 



und nun setzen wir: 

(60.) H, = ^iÄ+ff+A'^); 

dann schliesst also N{n^ l) in (55.) mit 

(61.) (_i)-(^,_.___>^^,-3, + ...). 

Für ;i = 1 ist somit 

(62.) iVc«, 1) = n+H, = n+ ^'+g'+^"-B" , 

C 

was mit der zweiten Gleichung (8.) übereinstimmt. Für Ä = 2 ist nach 
(55.) mit vorübergehender Einführung zweier sehr bald herausfallender Con- 
stanten Z>i und D2: 

gemäss (57.) ist aber 

= n]-{-J^ + D,)n,-{H,^^ + D.:) 

also durch Subtractiou bei Beachtung der Identität: 

y«-y,», = «(y— J'i)+y,(«-«,): 
N{n, 2) = (n-n,)(n+n,--J^-D,)-^^-{n+H,). 

Nun muss aber für y==yi' 

^(«, 2) = {n-ni)N{tt, 1) 
sein, also ist der Factor von (»— «i) nach (62.) (n+Hu) und somit: 

(63.) A'(«, 2) = («-„,)(«+ä;,)--^^(«+^.). 

Die Ausdrücke (62.) und (63.) führen zur vermuthungsweisen Aufstellung 
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folgender allgemeinen Gleichung: 

N(n, X) = Ci(«-«>_,)---(»— »3)(»-«2)(«-«i)(«+fl!)) 
+ C2(ii-iii_,)...(w-»3)(«-«2)(y-yi)(«+^i) 

(64.) \ +C3(ii-i»,_0...(«-«3)(y'y2)O-y0(«+Ä,) 

+ 

worin die Grössen Cj^ durch (59.) gegeben sind. Der Beweis dieser Glei- 
chung, deren rechte Seite wieder eine ganze Function (i— l)-ten Grades 
von y ist, lässt sich genau wie derjenige der Gleichung (58.) führen und 
möge deshalb nicht weiter ausgeführt werden*). 

§6. 

Wir beschliessen die Betrachtungen über diese Klasse von \f)(n) mit 
zwei speciellen Sätzen: 
I. Der Ausdruck 

lässt sich für y=zyj^^ durch A'(n + l) + B' ohne Rest dividiren. 

Beweis. Da wir es in Zähler und Nenner von rfj(n) mit ganzen 
Functionen von n zu thun haben, so wird der Beweis geführt sein, wenn 
die im Satze genannte Summe gleichzeitig mit A'(n+l)+B' verschwindet. 
Wir transformiren , um dies zu zeigen, Zähler und Nenner von V^(«), also 
Z(», A) und N(n, l) unter der Voraussetzung: 

(65.) An = -Äl-B'. 

Es ist nach (56.), (60.) und (2.): 

(66.) Ä\n-n,) = A"(n^T--l) + B'\ 

(66..) c(ii + ÄO = A'(n+l) + B'^A'\n-n,), 

also wegen (65.): 

ÄA'Xn^n,) = ÄB"-A"(A'1+B'+A'(t+1)) 
und 

(67.) c(n+ÄO = -^'(i-l)-.^"(«_nj, 



*) Die Gleichungen (58.) und (64.), deren rechte Seiten nach Potenzen von n 
entwickelt werden können, machen die anderweitige Berechnung der Grössen r^ und 
Sk überflüssig. 
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femer wegen (49.): 

rx-Tt = (.l-r)\A'B"-A"B'-ÄA"(l+T+l)l 
daher haben wir 

n-rr = ÄA"(X-TXn-n,). 

DemgemSss wird nach (ö8.) mit Benutzung der Werthe in (59.): 

Z(«, l) = (» — »A-l)(«-«J-2) •.•(«-»!) 

(68.) i ><\^-(^-^\^H^-i\(^y 

c 

Soll nun c.N{n, l) gebildet werden, so sind, wie (64.) zeigt, die einzelnen 
Summanden in der Klammer der rechten Seite von (68.), mit bez. 0(11+^0)7 
c{n+Hi), ..., c(i»+Äi_i), wofür die Werthe aus (67.) und (66.) zu ent- 
nehmen sind, zu multipliciren. Benutzt man nun die identische Gleichung: 



= («-»l^,)(l»-»A-2)...(«-»l)(--7-) 



woraus: 



A' /A'\^ / 7l"\^-2/ 

1-2(^-1)4 +3(i-l).(4-) +... = (-^) (- 



c 







A"+(X-1')A' 



-) 



folgt, so ergiebt sich: 

' clS(n, l) = ~(«-fti-i)(«-«i-2)...(«-»i) 



(69.) 



X j(-4-) " (A"n+B"+{X-l)A')+ 4-(-4-) ' (^"+(^-1)^')! 



A" \*-' 



= -(»-«,_,)...(«-».)(-4-) (^"(«-i)+ß"). 



Daher ist unter der Voraussetzung (65.): 

T^^"> = - A"(n-l)-fB 
und daher 



(70.) 



tt 



— ^ ,^ V^(«)-fl = 0, 



w. z. b. w. 

II. Der Atisdruck 



A"n+B"+^xf>{n) 



/öm/ sich für y=^yi durch Ä\n — l)+B'^ ohne Rest dividiren. 
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Beiom: Nach (66.) ist: 

folglich : 

worin zur Abkürzung mit V^i und ¥^2 die beiden Summen: 

y^ = -i C,(«-«i_2)...(«-«0(y-j'r-i)..-(y-yi)(«+Ä-i) 

bezeichnet sind« Da nun 

A"n+B" = ^"(«-i) + ß"+^"'t, 

so ist nur der Ausdruck Ä'cl+yxtp{n) zu bilden. Der Zähler desselben 
er sei Z, hat den nachfolgenden Werth, während der Nenner sich nicht 
durch Ä\n''l)+B" heben lässt. 

Z = (Ä\n-^X) + B"){r,V,+Ä'cXW,) 

aber nach (66.) und (66^.) ist: 

c{n+H^_,) = A\n+l)+B'-{Ä\n-'l) + B") 
und 

(49.) r, = {AB"-^A'B'-AA')l-AA'V 

also wird die obige Klammer: 

'{A'cKn-^H^_,)+y,} = cX{A\n^inB';), 
womit der Satz bewiesen ist. 

§7. 

Der allgemeine Ausdruck für die Function t/^(fi) zweiter Klasse, 

welche mit wachsendem n dem Grenz werthe — n zustrebt, lässt sich mit 

Y 

Hülfe der Gleichungen für y^, n^, H^, C^, also bez. (49.), (56.), (60.), (59.) 
sehr leicht bilden. Nach den Ausführungen des § 1 haben wir nämlich in 
diesen Gleichungen zuerst A[AlB[B*l an Stelle von AA'ffB'^ treten zu 
lassen und dann die neuen Constanten vermöge der Gleichungen (4.) durch 
die alten auszudrücken, wobei c die alte Bedeutung behält Hierdurch möge 
Y in d, n^ in v^, H^ in //^, C^ in ÄT^ übergehen, und für diese Grössen 

42» 



312 



Saalschutz, über ralionale Auflösungen einer Functionalgleichung. 



gelten dann die Gleichungen: 

(71.) S, = {A"B'-ÄB"+A'A")l-A'A"l\ 



(72.) 
(73.) 



^T 



B'-tA' 



A' ' 
Ä", = 1, Äi = 



Hr = - 



{B"-\-A'v,), 



(* = 2, 3, .... 2) 



Nach den Gleichungen (58.) und (64.) lässt sich W(n) finden und hieraus 
nach (6.) ip{n). Setzen wir demnach: 

Z{n, l) = ^i(w-y;i_,)-..(»-^3)(«-y2)(«-yi)(«+iW()) 
+ 

+/f,((y,-(y,.o...((y.-(y3)(cy.-(y2)(cy.-(yi)(w+iy,^,) 



und 



(75.) 



so ist: 
(76.) 



N{n, l) = Ki{n-y^_,)...{n''V:i){n-V2){n-v,) 
+ 

+ÄA(^r-^A-i)...(^x-(J3)((y.-(y2)((y.-(^o, 

^w - :ä7-iV(nTT)" 



In den Formeln (74.), (75.) und (76.) kann t beliebig gleich 1, 2, . . ., i 
genommen werden, aber nur ffiv r = k haben Zähler und Ifenner von tp{n) 
keinen Factor gemeinsam, und sind sie, ersterer vom >.ten, letzterer vom 
(i— l)-ten Grade für n. 

Schlussbemerkung. Vergleicht man die Gleichungen (49.) und (71.) 
mit einander, so sieht man, dass die rechte Seite der letzteren entsteht, 
wenn man in der rechten Seite der ersteren — i an Stelle von l setzt. Man 
erhält also rationale Werthe von V^(ii), wenn man in (49.) für l positive 
oder negative ganze Zahlen setzt. Die Frage liegt nun nahe: Wie ist es, 
wenn >. = 0, also y = und C = gesetzt wird ? Die Antwort aber lautet : 

Die Gleichung für V^(«): 

{A"n+B")xp{n+l)-'{A'{n+l) + B')xi/{n) + (A'-'A") ^ 
besitzt keine rationale Auflösung. 
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Zusammenstellung der Formeln 
des Herrn ;§?. Chindelfinger zum Hauptaxenproblem 

der Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse 
bei Zugrundelegung von projectiven Coordinaten. 

(Fortsetzung aus Band 119 Heft III.) 

(Von Herrn PA. Brücket in Darmstadt.) 



Dritter Theil 

Hauptaxenproblem für die Flächen zweiter Klasse. 

Jjs sei 

4 4 

<f(u, m) = ZiZkeg^u^u^ = (e,i = c„) 

1 1 

die Gleichung einer Fläche II. Grades in Ebenencoordinaten und 

4 4 

^{x, x) = 2i2kEij,XiXj, 

1 i 

die adjungirte Form von 9(11, u). Ist ferner 

4 4 

(1.) .uy(fl, Il)-W(w, U) = Zi^i^Yik^iU^y 

wobei 

so liefert deren Determinante (analog den Entwickelungen im IL Theil) 

(2.) d{fi) = ^±(ynr22rnr**) = ^4/^*-(^3."'+<^2itA'-^i.^+<Jo, 

gleich Null gesetzt, eine biquadratische Gleichung, die nur reelle Wurzeln 
^1, ^, ^, 1^4 == besitzt, und deren Coefficienten folgende Werthe haben: 

(4 44 Q^^ 

<^4 = ^±(eil 022^33^44), (^3= 2: E,,a},T,, ^2 = 1^ 2: ^^ ;.' ^ik^lm, 

i,*=i iVk=i/,»/i=i oenoeim 

ji = T(p(py p), <yü = o. 



(4.) 
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Ferner wird von folgenden Formen Gebrauch gemacht: 

Wegen des Zusammenhanges vergleiche man die entsprechenden Werthe 
der C^y Z,, JT, bei den Flächen IL Ordnung im Falle -4^0. Ersetzt man 
hier die e,fc durch die früheren An, so gehen die c,, y„ £, in die C„ Z., F^ 
über, vorausgesetzt, dass A^S+ana^ia^^a^^O^ und dass p^A=^l ge- 
setzt wird. 

Schliessen wir wiederum vorerst den Fall aus, dass die Gleichung 
(f (^) = gleiche Wurzeln habe, so sind folgende Fälle zu unterscheiden. 

!• ^{p> P) ^ 0- 
1) ^4 = ^±(eue^ 633^44) ^ 0. 
Durch Partialbruchzerlegung erhält man 

■ 



worin 



<0) p 



^'(0) flP(p, P) 
Da ausserdem c(^0 [t = 1, 2, 3] ein vollständiges Quadrat ist, so kann 
man setzen 

und erhält 

^ '"^ ^W f^—f^i f^-f^, f^-f^i 9>(P, p) f^ 

Die speciellen Werthe fi = oc resp. ^u = liefern hieraus für die Adjun- 
girten der (p(uy u) und cü(w, 11): 

Ersetzt man nun in den X^ (f = l, 2, 3) die oj. durch |^w'(«i,), so mögen die 
dadurch entstehenden Ausdrücke mit l/i (f=l, 2, 3), und (p(p, ^) : (p^p, p) 



= 1,2,3) 
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mit U^ bezeichnet werden; dann erhält man, wenn man in den Xt (t=l, 
2, 3, 4) die Xi durch ^(pXui) = (pi ersetzt, die Werthe 

ri f*a r^3 

Daraus folgt 

^ ^ ^V^'rik ^ ^ f*,(f*-l*,) ^,(i»-i»,) f»,(l»-|»,) |M ' 

sodass 

*'(**<) f. ■ 
Analog za (13.) in § 16 der „Kegelsch." ist nun 

folglich 

*^iO*-^i) 1^2(1^-^2) H'zCf^-Hz) f* ' 

Entwickelt man hierin auf der rechten Seite nach absteigenden Potenzen 
von ^, so erhält man durch Vergleichen der beiderseitigen Coefficienten 
von y resp. /j!^ 

(11.) !*> ^(«'«) = ^'+l^^+^+^C/'^A')^^ 
(b) 0,(1«, 11) = t^+t/^+£/J. 

Ersetzt man in (6.) die x, durch x,+v^i, so entsteht durch Vergleichen 
der Coefficienten von v' 



(10.) 



(12.) -(*) :<?(^) = -^!^4--M>. + _M^ + 

^ ' \aji/Y^x. ^' '^ /X IL äA — IL IL IL ' 



v,x. 



WTik' ^^^ fl-fl, fA-fl, fl—fA, (A ' 

wobei 

(13.) UiXi = — (*) ' . (rf=l,2,3) 

Die Gleichung 

repräsentirt fUr beliebig fixirte Ui in variablen Xt die Gleichung der Haupt- 
ebene Xi==0 und für beliebig fixirte o?. in variablen ii. die Gleichung des 
zugehörigen Normalencentrums. 



/' 
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Multiplicirt man (12.) mit fi and setzt man nachher i^ = oo, so er- 
giebt sich 

(13*.) UiXi+U2X2+thiX!3+^*^4 = UiXi+UiXi+UzX^+U^X^. 

Die Bedeutung der Gleichungen in (ll^) und (13\) ergiebt sich aus den 
Entwickelungen in § 3, A. 

2) d, = 0, (^3 ^ 0. 

d{iu) ist nunmehr eine cubische Function. Werden die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung (Jj,«/*^— (Jj.t^+cJ'i = mit a^ und ^ bezeichnet, so 
erhält man analog 1) durch Partialbruchzerlegung 

cOO_ _ g(^.) 1 > c(^J L 

XJ 1 c/>(x, a?) 



(14.) 



c(0) 1 0(x, x) 

d>j >~^. ' j'c^j ^-^;"^cf(o)> *, 






<J, 



worin ^{x, x) ein vollständiges Quadrat ist; denn ^{x, a?) = repräsentirt 
die Gleichung der doppelt genommenen Ebene der Grenzfläche IL Klasse, 
die hier vorliegt, da unmöglich ^{x, x) proportional pl sein kann, weil 
sonst cJ^a verschwinden müsste (cfr. 5). Man setze 

Definirt man wiederum l/i, (/a, (/j, I/4 wie in 1), so erhält man aus (14.) 
durch die Substitution a:, = ^y'(w,), wobei X^ in übergeht, 



(15.) 



U\ 



yQ^)_ ^ _ 

<J(^) A*,(f*-i^i) 






flP(P» P) f^4 



und auf Grund der Relation (9.): 

(16.) tt>(w,w)+.4Ay(w, f*)-(^).-^^^-^ = U^|--v-^ — ;-4 

Wie in 1) ergiebt sich hieraus 



Ul 



+ 



<p(p, P) f^! 



(17.) 



wobei 



lto(«, tt) = u]+m+ui, 

in _ <i>(o, <■>) 



Ferner wird (cfr. Ableitung in 1)): 
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Berücksichtigt man die fundamentale Gleichung 
oder 

80 kann die Gleichung (18*.) anch geschrieben werden 

(18.) -(") • J^ +«. = .« -^^ + u -^^ + U,X,', 
hieraus ergiebt sich für /u = oc : 

O 

(19.) UiXi-\-U2X2 + fhX3 + U^X^ = (7lXl+ (7a Al2+ (74-^4 + 



worin 

(") 

(19*.) -A- = (i'l^'(a'i)«'.+i^'(a50«'2+i*'(a^3)«3+i^'(a'4)co«):(J3 = ATat^,. 

•'s 

Für .u,JC.?, l/^:.4^< und UiXi (t = 1, 2) erhält man dieselben Ausdrücke 
wie in 1). 

3) d, = d, = 0, Ja ^ 0. 

Wenn die Determinante d(fi) nicht identisch verschwinden soll, so 
müssen nunmehr nach einem allgemeinen Theorem*) sämmtliche Ea ver- 
schwinden. Infolgedessen wird c^ ^ 0, und die Partialbruchzerlegung lautet 



(20.) 



wobei 






Werden Ui und l/« wie oben definirt, so erhält man aus (20.) durch die 



•) Satz: Bedeutet w eine definite Form von u,, w,, ..., i/„ und ist -^+y,, — ynm 
(die Determinante der Form qp-"/t4«) von der Form zi«-jtf**+^n-(*-».i)/t**'^^+'", so muss 

auch in ( ) die Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von /ea beginnen mit 
Dn-kp^ (cfr. „Kegelsch.** p. 68). 
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Substitation X( = ^(p'(«i) 

und hieraas speciell (cfr. 1)) 

(22.) 9(«, «) = -^-vCf», p)Ul 

(22V) ö>(«, «) = Ul-\^] , , • 

Nun ist für die Wurzel f^i der Gleichung ^(.u) = 

wenn 

bezeichnet wird; andererseits hat man unendlich viele Ebenen, welche die 
Gleichungen 

cpXu;) = 

erfüllen; seien irgend zwei derselben, die auf einander senkrecht stehen, 
durch die Gleichungen 

und zwar in der Normalform gegeben, so erhält man hiemach 
Zieht man andererseits die Relation (22\) in Betracht, so resultirt 



(23.) 
und hieraus 



— c. 



^ 



= m+ui 



(23«.) ^ = Xl+Xl 

und zwar auf unendlich viele Arten; ausserdem ist 
(24.) Jt^_xl ^ ^,^ 

Analog (2.) erhält man auch hier 

UiXi + U2X2+U3Xi+u^x^ = UiXi'{-U2X2+U3X^+U4X^. 

4) (y, = (y3 = (y2 = o, Ji^o. 

Nun müssen nach dem in 3) angeführten Theorem sämmtliche Sub- 
determinanten zweiten Grades von -2"+ (611^22 633^44) verschwinden, mithin 
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Cs^O sein. Alsdann ist 
wenn 

* 7^(p» p) 

Fixirt man irgend drei rechtwinkelig zu einander stehende Ebenen durch 
den Punkt I/4 = 0, deren Gleichungen X^ = 0, -¥2 = 0, X3 = in der Normal- 
form gegeben seien, und definirt man die Ui (f==l, 2, 3) wie seither, so 
ergiebt sich 

5) Grenzfläche im Unendlichen: J(/x)^0 (cfr. IL 9>(p, p) = 0). 

Ist ^4 = ^3 = 0, aber c^ nicht identisch gleich Null, so verschwinden 

nicht alle Eni es liegt eine nicht ausartende Grenzfläche im Unendlichen 

vor. Ist etwa 

£44^0, d. h. j»4^0, 
so substituire man 

Dann sind f?i = 0, «2 = 0, «3 = 0, t?4 ^ ti* = die Ecken eines neuen Coor- 
dinatentetraeders, von welchen t?i = 0, «2 = 0, t?3 = auf den Kanten (41.), 
(42.), (43.) im Unendlichen liegen. Durch diese Substitutionen ergiebt sich 

(p(u, u) = y(f?i, f?2, f?3, 0)+i.O+i^O, 

(JD(u, u) = Cü(f?,, f?2, f?3, 0). 

(p und 10 sind im neuen System nur von den drei Veränderlichen «i, «29 «'s 
abhängig; mithin haben wir ein Problem der Ebene, und zwar der Ebene 
der drei Ecken Vi = 0, ©2 = 0, v^ = 0. 

II- v(p, P) = 0. 

1) (^4 ^ 0. Paraboloid. 

Seien fii, ^ die Wurzeln der Gleichung ^^<y4— ,a(y3+(J'2 = 0. Die 
Partialbruchzerlegung liefert 

Setzt man 

43» 



a' ' 0: a ' T 



320 Brücket^ über Formeln des Herrn Gundelfinger zum Hauptaxenproblem. 
80 wird 



'9 
3 



Den speciellen Werthen ^ = 00 resp. a = entsprechen hiernach 

^ ^ S±{e,^e,,e,,eJ n i-r^2 2 ^ , 

i2(x, a;) = tXI, 

Ersetzt man nun die Xi durch ^(^Xui) und nennt man die ans X^^ Xi^ X^ 
hierdurch hervorgehenden Ausdrücke resp. Ui^ (/z, t/s, so gehen die 

-X<(« = 1, 2, 3) durch die Substitutionen a?,. = |^y'(fi.) über in — ^, — ^, — 0Ü4, 
während A4 übergeht in — aZ/j. Man erhält: 

^^^v "Ä7:7S" — "::» ;: ^-— 7-— — y-r 



(•• •= 1. 2) 



mithin 

und hieraus die speciellen Darstellungen (cfr. (9.)): 
(30.) Uu, u) = ^+^-2aU.U., 

lto(«, «) = u\+ui+ui- 

Zur Berechnung der Producte UfX, erhält man ans c(^u):d(iLi) analog der 
Ableitung der Gleichung (12.): 

(31.) ^1 = ^1!^^:^^ 

woraus speciell für /i = oo: 

«l^l + «f<^2 + tt3^3 + tt4iP4 = t/iAi+ 1/2-^2+^3^3+ t/4 Jf4. 

Andererseits ergiebt der Vergleich mit der Entwickelung 

^^^•^ *(^) - fi' w, A ^ dj +d'(^:r7^-^, "^ *'(f-j >-f*, 

die Werthe 

'A'^i = gf/ \ 7 f/2-^2 = "j'Trfy ? t/3 A3+ 1/4^4 = ^3 (So<^3*~bi<^2)i 

^ ''^ (T dj, dj — dj : T ' ^ — a 
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Die Gleichungen für die Ebenen JTi = 0, Xj = und für die Ecken Ui = 0, 
1/2 = 0, 1/3 = sind hiermit gefunden. 

Zur Bestimmung der Gleichungen für die Ecke 1/4 = resp. die 
Ebene -¥3 = bilde man 

(33.) 3l(iU,X,+ U,X0X,^SlU,X,X, = ^(l,d,^lA)X,+dl3<J^X,X^ 
nun ist 

mithin 

(34\) 3iöU,u, = Uro^^-rA) 

und 

(35.) (J^f/.xj = -(i;j,''^A)x,-\-\cp(p, uXcA^cAr 

Ebenso erhält man zur Bestimmung der Ebene X3 = ausser (34.) die 
Formel 

(36.) oinx.Ul = (^^,-t^^2)(p(ip. tt)-i(y.A-yi<J2)^4. 



(37.) 



2) d, = 0, (^3 ^ 0: Parabel (u^ = 00, fi, = -^) : 



worin 



-Co _ XJ 



1 A^ 1 2a, Ä^ I ^1^ 1 v2 
— — r* — ä * '^2^ 



Werden die Z7, ebenso definirt wie im vorhergehenden Falle, so gehen durch 
die Substitutionen ar, = ^y'(fi.) die Xi (1 = 1,2,3,4) über in -^, 0, — aüi, 
—oU^^ und man erhält infolge der beiden genannten Substitutionen 

(38.) -0-->w = ^-m, 

sodass 

n _ rp Yo^,-yA _ 9-rr rr y(^.) _ V\ 
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Aus beiden folgt nach der Fundamentalrelation 

-C) -O 

die Identität 

resp. die speciellen Darstellangen 

(p(u, «) = -^ -2a £7, l/«, to(«, «) = t;j+ £7^+ t/J. 
Aus c(^):^(|C^) erhält man wie bei (12.): 

daraus folgt 

mithin ftir .a = oo: 

«, = £7.Ar,+ Ü3X3+t^4-X«+O:<J0») 

für ^ = oo' 

worin 

für /u = oo 

Weiter ergeben sich analog 1): 

und für ölU^Xl resp. ac^jAiai/a dieselben Werthe wie in 1). 

3) (J4 = (J3 = 0, (^2 ^ (.£i2 = ^1 = c», C3 ^ 0): Punktepaar, bestehend 
aus einem endlichen und einem unendlich fernen Punkt. 

Auf demselben Wege, wie im vorhergehenden Falle, erhält man fol- 
gende Formeln: 

(42.) ^.^=\^+y--^^^^\^-^i-^^^ 

^^ = -T-, ■^ = ~~ — '~^^ 'T' — X^'x+Xl (auf unendlich viele Arten). 
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Werden die U^ wieder wie oben (in II 1) und 2)) definirt, so gehen die 
Xi durch die Substitutionen a:, = |9'(ti,) über in 0, 0, — aüi, —aU^: es er- 
geben sich 

(43.) -iy-IW—m+D?); -(p:''(/.) = |-^ 

resp. die speciellen Werthe 

<p(u, «) = -2aU,U,, to(«, «) = ü\+ül+ül- 
Durch Polarenbildung (cfr. 2)) ergiebt sich weiter 



(44.) 



u,x. 







für ^ = oo für jU = oo 

= |-, t/3 = ^^, U,X,+ U.X,^^, 



— a 



(f^U^Xl^tiX^+^^^p, u)c,, od.X^Ul^-l.tp^p, u)-^y,X^. 



Vierter Theil. 

Bedingungen für Rotationsflächen II. Ordnung und II. Klasse und weitere analoge 

Ausartungen. 

§1. 

Flächen II. Ordnung. 

Wir haben bisher angenommen, dass alle drei Wurzeln l', l", i'" 
(resp. im Falle der Paraboloide die beiden Wurzeln i' und i") von einander 
verschieden seien ; ist nun etwa X' = l", so besteht auch jetzt noch nach 
dem Fundamentaltheorem 7 A) in den „Kegelsch." § 8 S. 67 die Trans- 
formation 

(f(x, x) = X'(X]+XD+l"'Xl+zXl, 

(1.) < resp. 

l f(x, x) = X\XI+XI)--2qX,X,, 

nur dass nunmehr Xi=^0 und JT, = irgend zwei zu einander senkrechte, 
durch die Rotationsaxe gehende Ebenen sind. Nimmt man 

«>(«, u) = vi+m+vi 

hinzu, dann ist nach einem Fundamentalsatze über Zwischenformen 
V= V(u, x) = \lw'(udf\xd=^X'(U,X,+ ü,X,)+k"'U,X,, 



(2.) 



resp. 
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FUr den Fall der Mittelpunktsflächen folgt aus (2.): 
(3.) { oder 

zur Bestimmaug sowohl von 1/3 = als auch von X^ = 0*). 

Wendet man den oben erwähnten Fundamentalsatz auf f(xy x) und 
W(uy X) an, so erhält man 



(4.) 



\2:iV'(u:)r{x:) = i"x\^r'xi+x""Xi = m{f,, f,, ^, A) = c, 



(5.) 



resp. =}!'X\^r'Xi-Q'X\ =w(^f,, f,, f,, f,) = C. 

Nach Anwendnug desselben Satzes auf C nnd o}(u, «) ergiebt sieb weiter 

= n'x.u.^-r'x^u.+r'x.v, 

resp. = l!^X,U,-\-r^X,V,. 

Nehmen wir noch hinzu die evidente Zwischenform 

|fi, = U,X,^-U,X,+ U,X,+U,X, 
\ und 

^Px ^ Xa^ 

so hat man bei fixirten Werthen der ti. vier lineare Formen der a;.; näm- 
lich V^ V^i, u^ und p^y die durch die linearen Substitutionen (17.) in § 2 

des zweiten Theiles, deren Determinante den Werth r=--=- hat, in die 

entsprechenden Formen rechter Hand übergehen. Es ist daher (analog (4.) 
in § 9 der „Kegelsch.''): 



(6.) 



(7.) 



ö«p ^^f dv dv 



Mi 

Pi 

resp. 



«2 «3 

f» Pi 



dUf, 

«4 
P* 



= r 



ix'i^, rt/a x"'Us 
ri^, r^'i/j r'*i^j o 
u, u^ u, u, 
0001 



= rU,U;Uiii.'-k"X)i"-k"'XX"'-l') 
= rU,U,U,l'}L"(X"-l'). 



*) Für Tetracdercoordinaten resp. für schiefwinklige Coordinaten verfügt man, wenn 
U, = bestimmt werden soll, über die beliebigen x< in der Weise, dass p, = resp. X^ = 
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Da auch für den Fall einer Doppelwurzel die Transformation nachgewiesen 

ist (r^ = — ), also (7i, U2 und U^ nach Annahme einer bestimmten Trans- 
formation (unter unendlich vielen) fixirte Werthe besitzen, so muss für 
i<»> = i^*^ (f^ k= 1, 2, 3) die Contravariante linker Hand identisch verschwinden 
und umgekehrt. 

ist mithin nothwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass f(xj a;) = 
[auch im Falle tp {p^ p) = 0] eine Rotationsfläche darstelle. 

Um ein Kriterium fUr die Kugelfläche zu bekommen, bilde man für 
beliebige r, die Determinante 

dW dW dW dW 



(8.) 



»1 



«2 
«2 

P^ 



öx. 

«i 
Pi 



»4 
«4 
P* 



= r 



i'Ui i"Vi i"'Vi ; 

F, n r, V, 

u, u, u, u,. 

Oll 



= r\V,U^U,{l'-i.")-^\\U,U,Q."-l"'HV,lJ,U,ii."'-X')\. 



Mithin ist 



Z±\-^ — VjUiPt) = bei beliebigen Vi und «< (resp. Kj und U,) 

nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass /(x, x) = eine 
Kugelfläche darstellt. 



Ist 



§2. 

Flächen IL Klasse. 



4 4 

(p(u, u) = 2:i Hk CikUiU^ = 



1 1 



die Gleichung einer Fläche IL Klasse, ^(x, x) = HiHkEa^x^Xk die adjungirte 
Form von (p(u^ w), so lässt sich </)(», ti), auch wenn eine mehrfache Wurzel 



wird, dann ist die Gleichung des Punktes 1/3=0 identisch mit 

^i-Vn^ = 0. 

Setzt man für schiefwinkelige Coordinaten x^ = 0, so hat man für beliebige a:, , x^, r^ 
die Gleichung des unendlich fernen Punktes, also die Richtung der Rotationsaxe. 

Die Gleichung der Ebene X, = wird gefunden mit Hülfe eines Werthsystems, 
das U^ gleich Null macht. 

Journal für Mathematik Bd. CXIX. Ueft 4. 44 



326 Brücket^ über Formeln des Herrn Gundelßnger »um Haupiaxenproblem, 



Itii vorliegt, in eine der beiden Formen bringen, entweder 

( r/' ip ip 

K«, «) = ■^ + -^*+^+<p<ip> P)Ul 

ri t*i f*s 

oder 



(10.) 



und 






(10\) 



(l>(x, x) 



= .a,Jf?+a,jq--^^ 



oder 
Bildet man nun unter Zuhttlfenahme von 

Px = -X4, 
(11.) 



= u^Xl+ ,112^2+1^2^3+ 



V(P> P) 



AJ, 



die Formen 



und 

lcü(ii, u) = ui+ui+m 



(ii\) 



^ i * ^±(e,,e,,e,^ej 



resp. 



^'(MÖ = ^^lUiX, + U2U2X2 + fl3U3Xy 

= Uxü,X,-\' (12X12X2 ^, 



(12.) 



^ _ tf>(lfO^(tl,), jCtfX^,) , i«'(M,), ic^X^)) _ ,, r72 , ,, T72 , ,, T« 

resp. = fiiU^+fj^Ul 



r2 



sowie 



(13.) 



i £{ (p'(tt,)Pi = ^ ^. <p'(pi)Ui = ^^d», f») ü» 



resp. (p(p, u) = —aU3, 

80 erhält man fttr das System [(10.), (11.), (12.), (13.)], das den Substitutionen 

II, = UiUi+u"U2+u["Ui+ptU^ (.•=i.»,3,4) 

unterworfen ist: 

y'(«i) <p'(»-i) ^'("3) (p'(»d 

*;(«.) *;(«-.) *:(«3) ^.'(«o 

to'(«,) a>'(tt,) a)'(«j) ««'(w«) 

<;p'(/»i) <pXp2) <p'(Pi) (p'(p*) 



(14.) 



16 



= v>(P} pWiViVj 



f^\ r'^t r*3 

fii ^ ^3 
1 1 1 



(14-.) 



(= — if^'-'-C«^-.".)(/^3-,",)(,«.-.«3) 
f*i f*2 r*j 



resp. 



= r' JS"± (e„ 6226,3644) f7, ü, (/3(,M2- .«,)(.«j— ,u,)(u, - «3> 



B rücke ly über Formeln des Herrn Gundelfinger zum Hauptaxenproblem. 327 



Das Verschwinden der Contravariante 

2±(cf\uO^[(u,)iü\u,)cp\p,)) 

ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass (p(u,u)=^0 
eine Rotationsfläche darstelle. Tritt die Bedingung (p(p9p)=0 hinzu, so 
ist die betr. Fläche ein Rotationsparaboloid. 

Diese Bedingung geht in diejenige für Flächen IL Ordnung über, 
wenn mau 

Cn = Ait und fiA = i. 

setzt. Infolgedessen gehen nämlich 



(J}(x x) 



über in 



(15.) F(«, «), A\,, A\ Ji:^^, ^^^ 



and 



S±{(p'(u,)^\{u^)w'(u,)<p'{p,)) in 



±\P'(M. 



) 



A* 



df(ü}, €1)) 
du. 



<o'(u,)F'(p 




Mnltiplicirt man nun die letzte Determinante rechter Hand mit ^±(0,1022033044): 





f'(«.) 


F'(u,) F'(uO 


F'(« 







«11 «12 


«13 «14 




r 
16 


1 df(tü, w) 
A du, 

">'(«!) 


• • 

• • 


1 df(ttt, w) 
A du, 

C»'(«4) 


• 


«21 

«31 • 


«24 
Ö34 






P'(Pd 


F"(pd F'(P^) 


p\p:) 




«41 0« 


«43 «44 










Aui Aui 


Auj Au^ 








1 ö^, 


1 d^f, 






r 


A dx, 


A dx^ 






~ Iß 


dW 

• 

dx^ 

Api Ap2 


dx, 
Api Ap, 


geht 








r 


- T4~fif,'(*ä\i 


h'rttAtn'f«\,f,'rn.> 


l^ tihor 


in 


1 


' ^4.r. 


dV, Ö«f 


'A 



q. e. d. 



Soll y(fi, ii) = eine Kugelfläche darstellen, so wird /ij = .Ua = ^ij. 

44* 
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Nun ist identisch: 



(16.) 






oder weil 

V(P, P) = r''2:±(ene22eije^),Uifhu^, 



(17.) 



\X, U; £/3«^lC^2-.W3) + ^2 U^ ^l."2(.^3-.'0 + -^3 ^^1 C^2.^3C"'l -."2)! 

bei willkürlichen x, resp. X, sowie ii, resp. üi. 
Mithin ist 

(\1\) ^±{(pXuOx2U}'(u,)(p'(p,)) = (bei willkürlichen x, und f#,) 

die noth wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass (p(u, ii) = eine 
Kugelfläche darstelle oder auch, weil -2*+ (6,1622^33^44) ^ 0, für Xf = y'(r,) 
bei willkürlichen t», 

(18.) ^±{v>\fir)(p\f>2>\fh)cp'(p,)) = 0. 

Ersetzt man in beiden Bedingungsgleichungen (17*.) und (18.) die e^ durch 
An und darauf ,uA = l, so gehen sie in die Bedingungsgleichung für die 
Kugelfläche IL Ordnung über (vgl. (8.) S. 325.) 

Zusatz. Es möge die Bedingung dafür abgeleitet werden, dass eine 
Grenzfläche II. Klasse (p(u, u) = einen Kreis darstelle. 

Für eine Curve IL Klasse (Grenzfläche) ist (p(u, u) nach der Haupt- 
axentransformation von der Form 

(19.) <p(u,u) = Il + .^^+kUl 

Andererseits sei ^>(x, x) = (^3X3^, wobei X^ = die doppelt zu nehmende 
Ebene der Grenzfläche darstelle. 

Eine geometrische Betrachtung ergiebt, dass im Falle eines Kreises 
(p(UyU) von der Form ist: 

(20.) (p(u, u) = c^,(p\p, u) + c,w(u, fi)+ c, 0(1 a>' («!,), -^^'(«2), ^(o'(Ui), l(o'(u^)), 

worin a,, c, und c^ Constanten bedeuten. Eine andere Form der Bedingung 
ist, dass folgende Determinante identisch verschwinde: 
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(21.) 



<p'M <p'(«d ^'("3) 9''("*) 

<P'(Pi) v'iPi) V>'(Pi) <p'(p*) 

<o'(«i) (o'(th) «»'(«j) a)'(«4) 

d20'(ü' dSO'ot' dSO'ut' d£<I>'to' 



du. 



du. 



du. 



du. 



wobei 2^'w' = ^«*'(a?.) «»'(".) = -S« «,a>' (*'(«<))• 



Das identische Verschwinden dieser Determinante (21.) im Falle eines 
Kreises ergiebt sich daraus, dass sie mit folgender Determinante bis auf 
einen nicht verschwindenden constanten Factor (Sabstitntionsdeterminante) 
Übereinstimmt: 



(22.) 





f2 


kU, 








(f(p, p)' 


u, 


u. 


U, 1 

1 








(J.X, 



= <^3(p(p> p) Ui UtXy (--—) = -r- f^i UiXi(^t-,Ui). 
Hieraus folgt: Das identische Verschwinden von 



(23.) 



±\v> wv (p2)cü (fh) -^-^~; 



ist nothwendige nnd hinreichende Bedingung für die Ausartung der Grenz- 
fläche (p(u, ti) = in einen Kreis. 
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Nachtrag zu der Abhandlung 

„lieber lineare Differentialgleichungen, deren Integrale 

nur einen singulären Punkt im Endlichen besitzen 

und im Unendlichen sich regulär verhalten" 

(dieses Journal Band 105 S. Iff.). 

(Von Paul Günther, y) 



in der Nr. IV der genannten Abhandlung (die im Folgenden als 
„Abh." citirt werden möge) wurde auf S. 28 if. des Falles Erwähnung ge- 
than, wo für eine lineare Differentialgleichung «ter Ordnung der daselbst 
untersuchten Art alle Coefficienten der im Exponenten eines determinirenden 

Factors e^^*"*^ auftretenden ganzen rationalen Function mten Grades G(a?"0 
von x^^ endliche n- fache Wurzeln der betreifenden Ableitungsgleichungen 
(a. a. 0. S. 11) sind, und eine Anzahl von Sätzen ausgesprochen, die sich 
theils auf diesen Fall im allgemeinen, theils auf Diiferentialgleichungen 
zweiter Ordnung beziehen. Im Folgenden sollen die (seinerzeit bei der 
Drucklegung der Abb. aus äusserlichen Gründen weggelassenen) Beweise 
dieser, sowie einiger anderer Sätze gegeben und auf die Beziehungen dieser 
Sätze zu den Erörterungen der Nr. V der Abb. hingewiesen werden. 
Die Bezeichnungen der Abb. werden durchweg beibehalten. 

I. 
Soll die Differentialgleichung (Abb. S. 5) 

worin 

q,(x) = ö«x-* + a,,,^ia:-^'+'> + ... + a,,„.x ''' (a,,^. + 0; i = 1, 2, ..., «) 



*) Aus nachgelassenen Aufzeichnungen (abgesehen von den einleitenden und einigen 
verbindenden Sätzen auf S. 337) dem Wortlaute nach ohne wesentliche Aenderungen 
herausgegeben von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausenburg. 
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einen determinirenden Factor c^^*~ ^ besitzen, wo G(x~^) eine ganze Function 
mten Grfides von x'^ bedeutet, so muss sie (vergl. Abb. S. 2) (1.) auf die 
folgende Form gebracht werden können: 



(2.) 



a.«(«+i)y(«)+a.(»~i)(m-Hi)p^y(«-i)^...^p^y = 0, 



wo pi eine ganze rationale Function des Grades mi bedeutet. 
Es mögen die Coefficienten von 

oder genauer die mit denselben durch die Gleichungen 

verknüpften Grössen t?, endliche «-fache Wurzeln der betreffenden Ablei- 
tungsgleichungen sein. Dann ist also zunächst 

es muss folglich pi(0) = — nco, oder 



(• s= 0, 1, .,., m—X) 



1 



•-. = -v/'iCO) 



n 



sein. Die Gleichung (2.) geht dnrch die Sabstitution 



y = e 






— m 



Vi 



Über in 



(2-0 



wo 



+ x<-'«'»+'X«^ P^^ + (« - 1)./». ^n +p.)y'r'' 

-|--+(P„+/>>/',-,,,+-+P,)yi = ö, 



p. = /p*^"»"*"^^ 6'^* 



»dX 



— 171 



d^e 



t?oX 



— m 



dx' 



gesetzt ist. 

Soll die Diflferentialgleichung (2*.) einen determinirenden Factor 

(m— l)-ten Grades besitzen, dessen höchster Coefficient A^^i = ZIT^^ ^^"® 

endliche w-fache Wurzel der betreffenden Gleichung ist, so muss (2*.) auf 
folgende Form gebracht werden können: 



(3.) 



x'""y\''+x^'-'^y,,y{''-'> + -+p„,y^ = 0, 
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es wird also 



f^2P2i + (n—^)iPiPn+P2 = ^^Pn^ 



Pn\ + ^n-l,l Pl + VPn = ^"P«l 

sein müssen. Nun ist P^ eine ganze rationale Function des Grades (it— l)m; 
das erhellt für iL = 1 sofort und für grössere Werthe von k daraus, dass 
die Pi ihrer Definition gemäss der Recursionsformel 

Px^i = P^Px-Kfn+l)x'".Px + x-^\P[ 

genügen. Hieraus folgt, dass x^pxi mit pi übereinstimmt in dem Aggregat 
der Glieder mit 






wir können also schreiben 

wenn die erste Grösse rechter Hand das Aggregat der Potenzen x^'^""^^^*""^^ 
^(Ä-i)(m-i)+i^ ^ j^^g _P|_ bezeichnet, während g^ allgemein eine ganze ratio- 

nale Function ;^ten Grades von x bedeuten soll (^x = für ^^ = 0); speciell 
ist also (wie auch direct zu sehen) 

Da aber die Gleichung 

die w-fache Wurzel ©i = -(m— l)^„_i haben soll, so ist pii(O) = — w<?i, also 

n ^ dx ^ 

Die Gleichung (3.) geht durch die Substitution 

über in 

(3\) a:''-y.i»>+x<'*-^^-(iiP,2+;?n)yi""'^ + --- + (A^«.+p = 

(mit leicht zu übersehender Bezeichnung), oder unter der Voraussetzung, 
dass der nächstfolgende Coefficient A^^2 = zj^ *^ ^"^^ «-fache Wurzel 
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der betreffenden Gleichung ist 
wo demnach 

«^12 + Pll = iPPl2? 



ist, oder also, wie oben 

P^^ ^ V iÄ^y^(i-l)(m-1)+^CA-l)(m-2)-l, 

speciell 

Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erkennt man: soll auch der 
letzte Coefficient Ai = — r«_i eine «-fache Wurzel der zu seiner Bestimmung 
dienenden algebraischen Gleichung sein, so gelangt man durch fortgesetzte 
Transformationen, bei denen sich der Reihe nach 

11 fd*P,(x)\ l 1 fd-- 'p,(x) \ 

^^" 3! n \ dx' /o' • ' •' ^—2- (»1-2)! n \ " da;'«-^ A 

ergiebt, zu einer Diiferentialgleichung 
in welcher 

ist (speciell pi,m~i = «11^+012)1 und es wird 

« fo\- ^ M"~>.(^) V „ 1 1 ( d'--^pXx) \ 

Die Differentialgleichung fUr y^^, geht durch die Substitution 






i/i 



Über in 

^2nyCn) + ^2(«-0(^p^^ + p^_^)y(«-l) + ... = 0; 

hier ist 

p ^ ^2, «»m-l* _?|^ p 
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also 

Wenn nun n>2, so lässt sich, wie die Herleitnng zeigt, über die 
eventuell vorhandenen regulären Integrale der Gleichung für y^ (auf solche 
würde es ja für die Untersuchung der Normal integrale der Gleichung (2.) 
ankommen) nichts Allgemeines weiter aussagen ; nehmen wir aber n =" 2, 
betrachten also die Gleichung 

SO kann dieselbe nach dem Obigen folgendermassen geschrieben werden: 

Hierin ist gi(p) = 0, da 

t?«-l+Pl,m-l(0)t?,„_i4-p2.m-l(0) = 

ist, also kommt 

(5^) ^^y'm+^''any'm+(a.z2X+g,;)y^ = 0. 

Ist ^0 =i= 0, so kann diese Gleichung kein reguläres Integral besitzen, 
denn ihre determinirende Function ist dann eine Constante, nämlich ^o; soll 
also (5^) überhaupt ein reguläres Integral besitzen, so muss g^ = sein, 
dann aber hat diese Gleichung, welche nun die Form 

(6.) »::+-;■- y;,.+^^». = o 

annimmt, nicht nur ein in der Umgebung von x = reguläres Integral, 
sondern sogar deren zwei, nämlich x''' und x''' oder x""' und of^loga?, je- 
nachdem die Wurzeln r^, fa der Gleichung 

r(r~l) + a„r+a22 = 
ungleich oder gleich sind. Damit ist die in der Abb. (Nr. IV, S. 29) auf- 
gestellte Behauptung bewiesen. 

Beispiel. Die gegebene Diiferentialgleichung sei: 

Nimmt man hier m = 2, so wird 

Pi = aux'^+ai2X+aii^ p^ = 0^2^* H hflio, 

und die zugehörige algebraische Gleichung lautet, 

F(x, t?) = t?H[(aii-3)xM-ai2^ + Oi3]«' + «22ic*+--- + O26 = 0. 
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Da 1^1 = 2 = I» (vgl. Abb. S. 12), so kann man, aucb wenn der erste Coef- 
ficient «0 ^ine Doppelwnrzel ist, deunocb t?„ und Vi zngleicb dureb Reiben- 
entwickelang aus F(x, t?) = allein finden. Es wird 

Da ©0 eine Doppelwurzel =— ^a,3 sein soll, ist a^— 4a2f, = 0, und man er- 
bält als erste notbwendige Bedingung 

«12013 "~2a25 = 0. 

Ist dieselbe erfüllt, so kommt (vgl. Abb. S. 28) 

ii = r,+f>,a:=-|a,3+«x, « = --^ + ]/^'- + -|»-(o,,-3). 
Es wird also 

P,(x) = ±li^aa,,x+(^ + a')x''-2ax\ 

folglicb die Differentialgleicbung für tj: 

o:^ ij"+ (2a + ai2 + an a?) X ?;'+ (a23 — 2a +a„a + 0220?)^ = 0. 

Wenn bierin a zweiwertbig (d. b. r, eine einfacbe Wurzel der betreffenden 
Ableitungsgleicbung) also 2a+ai2 =¥ ist, so wird die determinirende Function 
vom ersten Grade, mitbin der Exponent A (vgl. Abb. S. 22 unten) eindeutig 
bestimmt durcb 

(2a+ai2)^+a23— 2a+an« = 0; 

ist aber aucb t^i eine Doppelwurzel, 2a+ai2 = 0, so kann kein reguläres 
Integral tj existiren, wenn nicbt aucb 

Ö23 + ÖI2 2 ~" 

ist; dann aber sind sogar zwei reguläre Integrale vorbanden, weil sieb die 
Differentialgleicbung auf 



^"+-^-'?' + >^ = 



reducirt. 



II. 

Wir baben oben gezeigt, dass in der Tbat (wie in der Abb. S. 29 
bebauptet wurde), wenn bei einer Differentialgleicbung iiter Ordnung die 
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Coefficienten Ai sämmtlich «-fache Wurzeln der betreffenden Gleichungen 
sind, alsdann stets 

^' ~ n h\y dx'^ /o 

sein muss, und dass (wenigstens für fi = 2) möglichenfalls die Differential- 
gleichung für 

lauter in der Umgebung von a? = reguläre Integrale besitzt. Es soll nun 
umgekehrt bewiesen werden, dass, wenn die gegebene Differentialgleichung 
P(jj) = die letztere Eigenschaft besitzt, wenn also P{y) nach der Bezeich- 
nungsweise von Herrn Thome (dieses Journal, Bd. 83 S. 91, Bd. 96 S. 209) 
ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 

ist, alsdann stets die Grössen tj^ auf die angegebene Weise bestimmt werden, 
und «-fache Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind. 

Um dies einzusehen beachte man zunächst, dass die Differential- 
gleichung für y^, die wir in der Form 

schreiben wollen, ebenfalls wie P(j^) = 0, der Hamburger^chen Klasse an- 
gehören muss, da ihre Integrale wie die von P(y) = im Endlichen nur 
den singulären Punkt x = besitzen und im Unendlichen sich regulär ver- 
halten. Da nun gleichzeitig die Gleichung P = lauter in der Umgebung 
von a: = reguläre Integrale besitzen soll, so kann sie nur die Form 

(7.) x'^yl:^+x''-'pu,.yl:-'^+'-+Pnn.yru = 

haben, wo die Grössen /?,„. = a„ constant sind. Durch die Substitution 
geht (7.) über in 

(8.) x^''9^ri.+a;^'"-'V...-,yJn"+-+p„,,„_.y„._, = 0, 



wo 



(8^) 
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wenn nämlich gesetzt wird 

-1 /iJp'm— 1*"" 

Aus dem Gleichungssysteme (8*.) folgt aber 

so dass t?«_, eine w-fache Wurzel der Gleichung 

ist. 

In derselben Weise weiter schliessend erkennt man die Richtigkeit 
des einen Theiles der aufgestellten Behauptung, dass nämlich die «^ »-fache 
Wurzeln der betreffenden Ableitungsgleichungen sind; hieraus folgt aber 
auf Grund des in der Nr. I bewiesenen allgemeinen Satzes sofort auch die 
Richtigkeit des anderen Theiles, d. h. die Darstellbarkeit von tj^ in der an- 
gegebenen Form. 

Für n = 2 ergeben sich wie am Schlüsse der Nr. V der Abh. (S. 34) 
gezeigt wurde, aus den hier allgemein hergeleiteten Resultaten, die Bedin- 
gungen für die Existenz logarithmischer Normalintegrale. Für « > 2 und 
eine beliebige lineare Differentialgleichung Q(y) = 0, deren Coefficienten in 
der Umgebung der singulären Stelle x = a sich wie rationale Functionen 
verhalten, wurde a. a. 0. (S. 30 flf.) nachgewiesen, dass man aus der Existenz 
eines Integrals der Form 

(9.) y = (x-aXie'^'2;(^,,log*(a:-«) 

auf das Vorhandensein von Integralen der Form 

schliessen kann. Hieraus folgt, dass sich Q(fi) z. B. in die Form 
setzen lässt, wo 

und die Integrale von ^i = die fundamentalen determinirenden Factoren 
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besitzen. Sind die sämmtlichen Integrale von p(y) = in der Form (9.) 
darstellbar, so ergiebt sich durch Fortsetzung dieses Schlussverfahrens, dass 
Q(y) ein aus normalen Componenten zusammengesetzter Diiferentialausdrnck 
ist, und zwar genügt jede Integralgruppe, der (Abb. S. 33) der fundamentale 

determinirende Factor e ' gemeinsam ist, einer Differentialgleichung mit 
normalem Differentialausdruck. Die Bedingungen für einen solchen kann 
man aufstellen und hat dann um die allgemeine Form für Q(y) zu er- 
halten nur die Differentialgleichung zu bilden, die die Integrale einer An- 
zahl gegebener Differentialgleichungen vereinigt enthält. 
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damit gleichzeitig dasselbe Problem fttr die Differentialsysteme höherer Ord- 
nung gelöst. 

Es sei nun ein Differentialsystem erster Ordnung vorgelegt: 



(2^ 


\ F(x X' ti 1/ • ^•^' ^^> ^^' ^^' ^ - 


\^'J 


F(x X' ü £/ - ^•^' ^^' ^^' ^^O - 



• 

Dann bildet Herr Königsberger die r Fanctionaldeterminanten : 



dF. 



dF. 



dF 



(3.) 



dXa 

dF. 



dxa 

dF. 



• • • 



dxa 






• • • 



dy, 
dxa 

dy, 

dxa 



dF. 



dF. 



dF. 



dy, 



d- 



dy, 



d -p- 

dXa 



(a = l, 2, .... r) 



dXa " dXa 

und macht die Voraussetzung, dass mindestem eine dieser r Determinanten 
nicht identisch verschwinde. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so nennt er das 
Differentialsystem (2.) ein partielles Differentialgleichungssystem erster Ordnung 
und S'ler Klasse und beweist (a. a. O. S. 265 — 266) für solche Systeme ein 
Theorem, das bis auf eine unwesentliche Abweichung in der Bezeichnung 
folgendermassen lautet : 

„Ist ein beliebiges partielles Differentialgleichungssystem erster Ord- 
nung und «ter Klasse vorgelegt: 






(A.) 



dy, dy, _plh\ 



= 0, 



. ^.v. 



öv, 



dy» 



dys\ _ 



f(x X • f/ 1/ • -^- "^^^ -^ -^"1 

r,\x^, . . ., Xr, y,, . . ., y,, g^ , . . ., £^^ ? • • -7 Q^^ 7 • • •» 3^^ ; 



0, 



in welchem Fi, ..., F, beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, und seien für einen Werth x^ = a^ die Werthe von yi, ya, • . m ff« ^^ 
willkürliche, aber bestimmte Functionen von ajj, xj, . . ., Xr in der Form: 



(B.) 
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gegeben, so soll gezeigt werden, dass, wenn 02, 03, ..., a^ irgend ein 
Werthesystem von Xa» ^^3, • • •? ^r bedeutet von der Eigenschaft, dass 

1) die Functionen yi, (p2^ ..., y, in der Umgebung dieses Werthe- 
systems nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 

X2 — Ö2 , CC3 CI3 , • • • , Xf. — Of. 

entwickelbar sind, 

2) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (A.) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 



(C.) 



• • • 



^r = «r. 






= 6,, 









Vöx, 



j ' ai,.««iöi^ 



da?« 






sr 



und eines die Gleichungen 

("^Ir)' *•»' •••' M " ^' 



(D.) 



öl, • • •, ö^> t>i, . . ., 0,,* \~g~yi ^12j •••7 ^Ir^ • • •? 



(ö^)' *" '"•' M = ^ 



befriedigenden endlichen Werthesystems : 



nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 

Xi öl, . . ., Xjr ö^,' jd L>i, . . ., y, o^; 






-6. 



öar, ''-'• 



entwickelbar sind, endlich 
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3) die Functionaldeterminante 



D = 



dF. 



dF. 



dF, 



öjf, ' . öy, ' 



• • 



6F, 



^X^ 

dF, 



dy, ' . öi,, ' 



• • • 



dx^ 



dx. 



dx. 



dFs 



BF, 



dF, 



By^ 



dx. 



dx. 



dys 

dx. 



flir die Anfangswerthe (C.) und (E.) von Null verschieden ist, 

die partiellen Differentialgleichungen (A.) ein Integralsystem yi, ^2, ..., y« 
besitzen, welches in der Umgebung von a?i = ai, a?2 = »2? •••? ix^r = Or nach 
positiven, ganzen, steigenden Potenzen von a?i— ai, Xi'-ch^ ..., Xr^Or fort- 
schreitende Entwickelungen, also den Charakter ganzer Functionen besitzt 
und für Xi = a^ die willkürlich festgesetzten Functionalwerthe (B.) aller 
übrigen Variablen annimmt/' 

Herr Königsberger hat seinem Theoreme noch zwei andere Formen 
gegeben, die jedoch für die vorliegende Untersuchung nicht in Betracht 
kommen, da er auch bei ihnen ausdrücklich voraussetzt, dass es sich um 
Differentialsysteme erster Ordnung und stev Klasse handelt. 

Dass das Problem, die Existenz von Integralen für Differentialsysteme 
erster Ordnung zu beweisen, durch den Satz von Herrn Königsberger nicht 
in seiner vollen Allgemeinheit gelöst wird, zeigt die Bedingung 3), die nur 
dann erfüllt werden kann, wenn das System (A.) wirklich ein System ster 
Klasse ist. 

Diese Beschränkung ist wesentlicher, als man zunächst vermuthen 
wird. Sie bewirkt, dass das Theorem von Herrn Königsberger nicht aus^ 
reicht, um die Sätze über Differentiahysteme höherer Ordnung fiu beweisen, 
die eoH Cauchy, Sonja Kowalewska, Darboux und andern entwickelt 
worden sind, und dieser Sachverhalt, auf dessen genauere Darlegung sogleich 
eingegangen werden soll, verdient um so mehr Beachtung, als er Herrn 
Königsberger entgangen zu sein scheint, der in der Einleitung zu seiner 
Abhandlung sich so äussert: 

„Indem ich diese Untersuchungen zum Gegenstande der vorliegenden 
Arbeit mache, will ich bemerken, dass der Existenzbeweis der Integrale 



^ 
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partieller Differentialgleichungssysteme bekanntlich bereits durch die Arbeiten 
von Cauchffy Sophie eon Kotcalewsky, Darboux and Poincari gegeben ist; 
ich halte es jedoch nicht fUr überflüssig, diesen Satz hier im Zusammen- 
hange nochmals und vielleicht in übersichtlicherer Form zu beweisen, zu- 
mal da die vorliegende Untersuchung auf Betrachtungen und Methoden führt, 
die ich später häufig benutzen werde/' 

Vorgelegt sei, um das Wesen der Sache an einem einfachen Bei- 
spiele auseinanderzusetzen, eine partielle Differentialgleichung mit einer ab- 
hängigen und zwei unabhängigen Veränderlichen 

Werden, wie es Herr Königsberger vorschreibt, als neue abhängige Ver- 
änderliche 

eingeführt, so findet man als zugehöriges Differentialsystem erster Ordnung: 

p — p(^ ^ . ,, .. ,, . Sy, dy^ dy, dy, dy, öy, \ ^ 

/'i = t,\^x,, X,, y,, y,, y,, ^^^- , -^^^ , -^, -g--^-, -^, -^; - u. 



(2'.) , 



dx. 



-»3 = 



und überzeugt sich sofort, dass die beiden Functionaldeterminanten (3.) in 
diesem Falle identisch verschwinden, dass also das Differentialsystem (2'.) 
kein System dritter Klasse ist. Mithin reicht der Satz von Herrn Königs- 
berger nicht aus, um die Existenz von Integralen bei partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei unabhängigen 
Veränderlichen nachzuweisen. 

Dass überhaupt ein Differential System höherer Ordnung im allge- 
meinen auf ein Differentialsystem erster Ordnung führt, das der Bedingung 
3) von Herrn Königsberger nicht genügt, ist leicht einzusehen. Sobald man 
nämlich genöthigt ist, zwei erste Ableitungen nach verschiedenen Variabein 
als neue abhängige Veränderliche in (1.) einzuführen, also etwa 

dx^ -y*+n Q^^ -y.^2 
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ZU setzen, so besteht in jeder der r Functionaldeterminanten 

fsf dy, dy^ \ (a = i, 2, ..., r> 

mindestens eine Zeile aus lauter Nullen, und es werden daher alle diese 
Determinanten identisch verschwinden. 

Die Untersuchungen von Herrn Königsberger lassen demnach keine 
unmittelbare Anwendung auf die allgemeine Theorie der Differential- 
systeme höherer Ordnung zu. Es liegt jedoch nahe zu fragen, ob sie 
nicht durch geeignete Abänderungen für diesen Zweck brauchbar ge- 
macht werden können. Zwei Wege bieten sich hier dar. Man könnte ver- 
suchen, die ZurUckfllhrung der Differentialsysteme höherer Ordnung auf 
Differentialsysteme erster Ordnung auf eine andere Art zu bewirken, als es 
von Herrn Königsberger geschieht, und dadurch zu erreichen, dass die zu- 
gehörigen Systeme erster Ordnung der Bedingung 3) genügen. Einfache 
Ueberlegungen zeigen jedoch, dass man dadurch nicht zu dem gewünschten 
Ziele gelangt, weil das Verfahren der Zurückführung, das Herr Königsberger 
anwendet, der Natur der Sache nach keiner wesentlichen Aenderung fähig 
ist. Mithin bleibt nur übrig, das zugehörige Differentialsystem erster Ord- 
nung umzuformen, also zu ermitteln, ob es sich durch eine passend zu 
wählende Transformation der Form: 

in ein Differentialsystem erster Ordnung und ster Klasse: 

G(£ S -n ti' -'^±- -^ -^ -^^ - 

g(b f . « n- -^^ -^ -^ -^^ - 

überführen lässt. 

Gewiss wird man in vielen Fällen durch eine solche Transformation 
(T.), bei der es übrigens genügt *« und ?P, als lineare Functionen ihrer 
Argumente anzunehmen, den gewünschten Zweck erreichen und damit die 
Tragweite des Theorems von Herrn Königsberger erheblich ausdehnen 
können. Allein es lässt sich zeigen^ dass dieses Mittel gerade bei denjenigen 



(4.) 



(2*0 
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Diff'erentialsystenien erster Ordnung versagt, die aus allgemeinen Differential-- 
Systemen höherer Ordnung entsprungen sind. 

Es gilt nämlich der Lehrsatz, dass jedes Differentialsystem ster Klasse 
vollständig integrabel*) ist. Zum Beweise beachte man, dass die Gleichun- 
gen (2.) wegen der Bedingung 3) nach den Grössen 

dx^ ' 9a?j ' • • *' dx^ 

aufgelöst werden können. Auf diese Art möge sich ergeben: 

-^-ffx XU 1/ • -^ ^i -^ ^^ 

-^-•ffx XU t/-^ --^± -^ -^V 

Aus (2*.) folgen nun durch (A— l)-malige Differentiation die Gleichungen: 

deren linke Seiten lauter von einander verschiedene Ableitungen enthalten, 
die überdies auf den rechten Seiten nicht vorkommen. Mithin ist es un- 
möglich aus den durch (A— l)-malige Differentiation erhaltenen Gleichungen 
durch Elimination eine Gleichung herzuleiten, die nur die Ableitungen 
(A—l)-ter und niedrigerer Ordnung enthielte, und es können daher zu dem 
Differential Systeme (2*.) keine Integrabilitätsbedingungen hinzutreten. 

Hat man andrerseits ein Differentialsystem höherer Ordnung (1.) und 
reducirt es — etwa durch Einführung von p neuen abhängigen Variabein — 
auf ein System erster Ordnung, so ist es, wie das Beispiel der partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei un- 
abhängigen Veränderlichen zeigt, im allgemeinen noth wendig, zwei erste 
Ableitungen einer und derselben unbekannten Function als neue abhängige 
Variable einzuführen, also etwa 

dx, -»'+»' dx, ""^*+^ 

zu setzen. Diese Gleichungen ziehen jedoch die Integrabilitätsbedingung: 

ay,+i _ _^y?±i_ 

dx^ dx^ 



*) Ueber diesen Begriff vgl. A. Tresse y Sur les invariants diffdrenliels des groupes 
Continus de transformations. Acta mathematica 18, 1894, S. 9. 
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nach sich. Folglich ist das aus (1.) durch das Verfahren von Herrn Königs- 
berger erhaltene Differentialsystem erster Ordnung von s+p Gleichungen «iri- 
schen «+p unbekannten Functionen sicher nicht vollständig integrabel und 
kann also auch nicht durch eine Transformation der Veränderlichen in ein 
Differentialsystem übergeführt werden, das die Bedingung 3) von Herrn 
Königsberger erfüllt und daher vollständig integrabel ist. 

Aus diesen Auseinandersetzungen ist zu schliessen, dass die Frage 
nach der Existenz von Integralen bei Differentialsystemen höherer Ordnung 
nur dann auf dieselbe Frage für Differeutialsysteme erster Ordnung zurück- 
geführt wird, wenn über die Anzahl der Gleichungen, aus denen das zu- 
gehörige Differentialsystem erster Ordnung besteht, keine beschränkende 
Voraussetzung gemacht wird, das heisst, wenn diese Anzahl auch grösser 
sein darf als die Anzahl der unbekannten Functionen. 

Diese Frage zu beantworten, ist aber das Theorem von Herrn Königs- 
berger, auch wenn man den Bereich seiner Gültigkeit durch eine allgemeine 
Transformation der Veränderlichen erweitert, durchaus nicht im Stande. Man 
wird vielmehr auf ein neues, überaus schwieriges Problem geführt, das 
neuerdings Herr Riquier mit Erfolg zu behandeln begonnen hat*). 

Unter diesen Umständen scheint gegenwärtig die directe Unter- 
suchung der Differentialsysteme höherer Ordnung, besonders wenn es sich 
um eine unbekannte Function von r Veränderlichen handelt, der allein gang- 
bare Weg zu sein, und man wird so auf die Arbeiten von Cauchy, Sonja 
Kowalewska und Darboux zurückgeführt. 



*) De Texistence des integrales dans un Systeme differentiel quelconque. Annales 
de l'Ecole normale superieure. Serie 3, t. X, 1893, S. 65— 86, 123—150, 167—181, 
359 — 386; vergleiche auch mein Referat in dem Jahrbuche der Fortschritte der Mathe- 
matik, Bd. XXV. S. 590—594. 
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Sur la transformöe d'Euler. 

(Extrait d'une lettre de M. S. Pincherle a Bologne a M. L. Schlesinger ä Clausembourg.) 



Vous vous £tes oceup^ k plusienrs reprises, dans vos m^moires 
originaux et dans votre excellent „Handbach der linearen Differential - 
gleichnngen'^, de la transformation fonctionnelle, souvent employ^e dans 
r^tude des ^quations diff^rentielles Unfaires, qne vons appelez transformation 
d'Euler. C'est pourquoi je pense que les quelques lignes qui suiveut, oü 
cette transformation est pr^sent^e d'une fa^on synth^tique, ne vous parattront 
pas d^nu^es d'int^rSt. 

Je d^finis une Operation distributive A, par les ^quations symboliques 
suivantes, oü D est le Symbole de la d^rivation ordinaire, Ä, est ce que 
j'ai appel^*) la d^riv^e fonctionnelle de A,, c'est-ä-dire A(x(p)'-xA((p)j et s 
un nombre quelconque: 

(1.) DA, = A,D, A\D^sA,. 

II suit d'abord de Ik que Ä, est aussi permutable avec D, et qu'il en est 
de m£me des d^riv^es fonctionnelles successives Ä^, ,.., A^""^, ... de A,: 
on d^duit ensuite de (1.): 

Soit maintenant une expression (ou forme) diff^rentielle lin^aire de la classe 
de M. Fuchs, 

F(sp) = 2:a,(x)D^(p, 



<=ij 



oü Ton peut supposer le polynöme entier en x, «,(aj), du degr^ i; si ce 
degr^ 6tait plus grand, i+r, on n'aurait qu'ä poser cp^^D^ip. On aura 

A,F(<p) = jA(«.W/>'</'); 



*) V. mon Memoire sur le calcul fonctionnel distribuiif^ Math. Ann., Bd. 49, § 56. 
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mais Ton a*) 

et, en appliqnaut la formale (2.): 

Si donc Ton pose 

1=1) ^ 1 . ^ . • . t » • . 

on aura entre F et F, la relation 

A,F=F,A., ou F, = Af'A~'; 

F, est donc la transform^e de F par -4,. L'^qaation F, = appartient, 
comme F = 0, ä la classe de M. Fuchs; eile a les mSmes points singnliers, 
etc. On remarque facilement que les transformations A,, pour les diverses 
valeurs de «, forment un gronpe ä un paramfetre, et que Von a A,At = A^f, 
avec toutes ses cons^qnences. La transformation infinitesimale de ce groupe 
est ane Operation K d^finie par les ^quations symboliqnes 

L'op^ration A, ponrrait parfaitement s'indiquer par D% c'est-ä-dire 6tre 
regard^e comme une d^rivation d'indice quelconque. Si pour rop^ration 
A, on veut une expression analytiqae, on pourra partir de la formale d^jä 
cit^e**), et en cherchant le d^velopperaent de A^^eTcp) en s^rie de la forme 

^X^(x)D'*(p, dont on d^terminera les coefficients K(^) par les ^qaations (1.) 
au moyen de la m^thode des coefficients ind^termin^s, on obtiendra: 



fi=d() 



1 .2...n 



A cette s^rie on peut, comme je Tai montr^ dans des exemples analogues***), 

en substituer d'autres, convergentes dans un cliamp de fonctions plus ^tendu. 

Une autre expression analytique pour l'op^ration A, est donn^e par 



*) Mem. cite, § 61, formule (18). 
**) Memoire cite, § 61. 
***) Memoire cite, § 85. 
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rint^grale d^finie 

(30 AM = /^^, 

(0 ^ ^ 

oü la ligne d'int^gration / est prise en sorte que la partie finie, dans Tint^- 
gration par parties, soit nulle. En effet, on v^rifie immediat^ment que 
Top^ration (3.) satisfait aux ^qnations symboliques (!.)• On retombe ainsi 
snr Texpression ordinaire de la transformation S!Euler, celle que vous 
donnez dans le douzi^me Abschnitt de votre trait^. 

Le th^or^me du § 233 de votre ouvrage s'obtient comme cons^quence 
imm^diate de la th^orie g^n^rale des Operations adjointes, que j'ai donn^e 
tont r^cemment'*') ä nn point de vue synth^tique. D'apr^s cette uote, si on 

indique par A l'op^ration adjointe de Top^ration distributive Ay on a, (^ tp) 
etant une Operation distributive par rapport aux deux fonetions arbitraires 
/■ et y: 

{Ä{fi <f) = {f, Ä{ip))', 

on a encore 



D = -/), {Ay = -{A), (ABC.) = ...CBA; 

on a aussi que si F est une expression (forme) diff^rentielle lin^aire, F est 
son adjointe au sens de Lagrange. Au moyen de ces propri^t^s, on voit 

Sans peine que si A^ est une transformation d^Euler, son adjointe A, satisfait 
aux ^quations symboliques (1.) et ne diff^re par cons^quent de A, que par 
un facteur constant. Cela pos6, de F, = A,FAr^ on d^duit 

F, = A;'FÄ, 

mais A, = cA,, done F=: A,F,A~\ c'est-k-dire: 

„la transform^e d'Euler de l'adjointe de la transform^e ä'Euler d'une 
forme diff^rentielle lin^aire est l'adjointe de cette forme"; c'est \k votre 
th^or^me. 



*) Suir operazione aggiunta, RendicoDti della R. Accademia delle scienze di Bo- 
logna, 17. Aprile 1898. 
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